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1. 

über die 8abstitationen von der ersten Ordnung und 
die Umformung der elliptischen Integrale in die 

Normalform. 

(Von dem Herrn Professor Dr. F. Ric/iclot zu Königsberg in Pr.) 



Ljuler hat die Formel 

J 
zur Umformiing des Integrals 



^ r'\-8x 



dy 



benutzt, und Legendre hat im 2ten Capilel seiner Theorie der elliptischen 
Functionen im Allgemeinen angegeben, wie man dadurch in allen Fällen auf eine 
ähnliche Differentialformel gelangt, unter deren Wurzelzeichen die ungeraden 
Potenzen der Yariabeln fehlen. Im folgenden Capitel werden die verschie- 
denen Formen eines Differentials letzterer Art in das Differential 

fl^jp 

y^(l— A^sin^y) 
umgeformt. 

Da diese Umformungen häufig gebraucht werden und mir eine einfache 

Zusammenstellung der wichtigsten und einfachsten derselben nicht bekannt ist, 

so werde ich im folgenden Aufsatze dieselbe zu geben versuchen; und zwar 

in der Art, dafs die directen Umformungen des Integrals 

dy 
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wenn der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen als in seine relle , einfache oder 
Doppelfactoren aufgelöset angenommen wird, auf eine ähnliche Weise, wie es 
im 8ten und 9ten Paragraph der ^Fundamenta nova'* fär vier reelle lineare 
Factoren ausgeführt ist, fflr die verschiedenen Grenzen des Arguments y^ in 
die Normalform der elliptischen Integrale erster Gattung zusammengestellt wer- 
den. Zu demselben Zwecke habe ich auch die Reductionen des Integrals, 
wenn neben dy eine rationale Function von y sieht, auf die 3 Gallungen, am 
Ende des Aufsatzes hinzugefOgt. 

CreUe*B Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 1. ' 1 
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§. 1. 

Über die Umformung des Differential -Ausdrucks 
dy^ ^ 

((r-^)H^)((r-A*)HN) 

durch eine lineare Substitution im Allgemeinen. 
Die Gröfsen m, /ll, N und N siod reell, und je nachdem die beiden 
letztern beide positiv, beide negativ sind, oder die eine negativ, die andere positiv 
ist, lassen sich die Ausdrücke (y — mf-^-N, (y — itif'\-fi respeclive beide in 
reelle, beide in conjugirt-imaginaire, oder der eine in reelle, der andere in 
conjugirt-imaginaire lineare Factoren zerlegen. Durch Einführung einer linearen 
reellen Substitution werden die Zähler der diesen beiden Doppelfactoren ent- 
sprechenden Ausdrücke Doppelfacloren von derselben Art. Wenn es daher mög- 
lich ist, die 4 Coefficienten der linearen Substilution so zu bestimmen, dafs 
diese Zähler in Bezug auf das neue Argument reine quadratische Factoren 
werden, so können dieselben in den drei obigen Fällen respective nur beide 
Differenzen, beide Summen, oder der eine eine Summe, der andere eine Diffe- 
renz zweier reellen Quadrate geben. Damit die Zähler reine quadratische Aus- 
drflcke werden, erhält man, wenn der Substitution in allen 3 Fällen die Form 

y — m r — sx 

y — fi q — cx 

gegeben wird, die zwei Bedingungsgleichungen: 

r*(m— ^)' — (p — r)((T— *)iV= 0, 
()a(m— /i)^ — (p — r)((7 — *)N = 0, 
nnd hieraus die Formeln: 

Jl ± — K JLj^± — JV+N-Km— ^)» 

r + * ~ jy 

Setzt man daher den Ausdruck, welcher die identischen Formen 

Q(fn-fif^N—'!fy-^m—fiyN 
= ((m—^)' — iV-f-N)' — 4(111— ^.)^N 
= Q(m—fif-N-THf—^NN 
hat, der Kürze wegen =^^ so erhält man: 

_r_ _£. I z/ 

Q CF ~ « N ' 

Q a J 
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Im ersten der drei obigen Fälle sind die 3 Formen von J Differenzen 
zweier positiven Gröfsen; im zweiten und dritten Fall werden jedesmal zwei 
dieser 3 Formen Summen, und nur die dritte übrige eine Differenz zweier 
positiven Gröfsen geben. Hieraus wird, wie bekannt ist, geschlossen, dafs in 

den beiden letzten Fällen die Verhältnisse — und — stets reell und so be- 

stimmt werden können, dafs die obengenannten Zähler reine quadratische 
Factoren werden. Damit jedoch dasselbe auch im ersten Falle Statt finde, 
mfissen die beiden Factoren des Ausdrucks J, 

gleiche Zeichen haben. Setzt man 

2m = 0'\-p, 2f.v = co-f-TT, 
2|/iV = o—p, 2/N = CO — 71, 
so dafs o und p die Wurzeln der Gleichung 

und CD und n die Wurzeln der Gleichung: 

(r-^)'-N = 

sind, so gehen die beiden Factoren, welche gleiche Zeichen haben müssen, in 
folgende Ausdrücke über: 

{o — 7i){p — m), (o — w){p — 7i), 
und lassen hieraus erkennen, dafs zur Realität der linearen Substitution obiger 
Art erforderlich ist, dafs die beiden Wurzeln der einen Gleichung entweder 
beide zugleich gröfser, oder beide zugleich kleiner als die Wurzeln der andern 
Gleichung seien, oder endlich, dafs beide zugleich zwischen den Wurzeln der 
letztem liegen. Unter dieser Voraussetzung erhält man aus den obigen Glei- 
chungen für — , — stets reelle Werthe und aufserdem die Formeln: 
N rs N ga 



(m—fi)^ {Q-r)(c—8) ' (m-fi)« (Q^r){a-s) ' 

r«(m-^)«— (e-r)»JV ^ . s2 (ra—SQ) ^ g(iyt>-ft)«— (g^r)» JV 

r VW ^ g g 

mit deren Hülfe aus der Differential formel 

j {fn—ii){ra—Qs)dx 

""y — (p-r-(<r-*)jt)* 
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sich endlich die Gleichung ergiebt: 

((r-m)« -A)((r-f*)'-N) ( r s_ ^.y^i ^_^2\ ' 

Den noch unbestimmten unter den CoSfficienten der Substitution kann man dazu 
benutzen, den reinen quadraiischen Factoren respective in den drei Fällen die 
Formen zu geben: i 

(i-x^){l-k''x'), (l-x^){i+k'x'), {l + x'){l-\-k'x% 
Ich werde jedoch diese Umformungen für die drei verschiednen Fälle direct 
ableiten und zugleich so einrichten, dafs im ersten und zweiten Falle nur solche 
Formeln entstehen , in denen die Werthe des Arguments x^, und im ersten und 
dritten Falle die Werthe der Constanten k^ die Einheit nicht überschreiten. 



A 



§. 2. 

Über die Umformung des Integrals 
dy 



>^{± (r - «Kr - /?) (r - r) (jK - d)} 

in Integrale von der Form 
da; 






M J V{{i-Jc^'){i—k*x^)\ 
vermittelst einer linearen reellen Substitution. 

Man kann immer annehmen, dafs die vier reellen Gröfsen a, ß, y, d 
schon ihrer Gröfse nach geordnet seien , so dafs die Differenzen a — ß, ß—y, 
Y — d positive Werthe haben. Um nun das gegebene Integral 

dy 
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V\±{y-c^){y-ß)(y-r)(y'-'S)\ ^ 
zwischen beliebigen Grenzen genommen, auf ein Aggregat von Integralen von 
der zweiten Form 



JL/1 ^-^ 



znrflckzufQhren, bei denen sowohl der Modul k als die Grenzen echte Bräche 
sind, zerlege man dasselbe zuvörderst in eine Summe solcher Integrale von 
seiner Form, deren Grenzen die Intervalle 

a....ß, ß»"»yj y..,.fi, ^^-'-'jlqo — tt 
einzeln nicht flberschreiten. Man bemerkt dann leicht, dafs, während das Ar- 
gument y im zweiten oder vierten dieser Intervalle sich befindet, das obere 
Zeichen, hingegen für das erste und dritte Intervall das untere Zeichen unter der 
Quadratwurzel beizubehalten ist, damit dieselbe keinen imaginären Werth annehme. 
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Durch Einfahrung einer beliebigen linearen reellen Sobstitation von der Form 



j — 
geht das gegebene Differential 



y ^ . 



rfr 



2 



in dieselbe Form 

(>'? — ps)^dx* 

\(p-ar)'\-{q-as)x\{{p-(ir) + {q--ßs)x\{{p-Yr) + {q^rs)x\\{p-iir) + (q-Ss)x\ 

Aber, worin die vier linearen Factoren , wegen der Realität der 4 Coöfficienten 
p, q, r, s, ebenfalls reell sind. Man kann daher die drei Verhältnisse zwischen 
diesen vier Coefficienten so bestimmen, dafs diese neuen Factoren die Formen 

1-f-Äd?, 1-f^» 1—x, i — kx 
annehmen, wo k eine positive Gröfse ist, mit Constanten, welche näher zu 
bestimmen bleiben, multiplicirt. HiefQr würde man, wie sich von selbst er- 
giebt, 24 verschiedene Voraussetzungen machen können. Man wird sich jedoch 
sogleich davon überzeugen, dafs nur 16 derselben reelle Werthe für die Coef- 
ficienten p, g, r, 8 geben, und nur 8 endlich die Bedingung erfüllen, dafs die 
Werlhe des Arguments x stets echte Brüche bleiben, während das Argument y 
in den 4 obigen einzelnen Intervallen beliebige Werthe annimmt. 

Bezeichnet man nemlich durch o und p diejenigen von den 4 Gröfsen 
^f ß> Yf ^y welche mit den Factoren 

(1-f^) und (1— jr), 
und durch w und n die beiden übrigen, welche mit den Factoren 

(l + Ärar) und (1— Ära:) 
zusammenhangen , und durch Oy P, S2 und 77 4 zu bestimmende Constanten, 
so kann man folgende Gleichungen setzen: 

' ^ (l-}->x) p 1 — j: 

Y — Co = ß* — I , y — TT = IT ; . 

•^ r+sx ' •' r+sx 

Hieraus erhält man die Formehi: 

Q y—p P i—ä; y — n II 1 — kx 

^- 7=7 — igr'TTT' J=7? ~ 3?*T+T7' 
welche durch Substitution der Werthe y=n, y==cü, y = Pt y = o und 
der dazu respective gehörigen 
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folgende Gleichungen geben: 

n—p P^ A— 1 W—p P^ jjg + l 

n-o~ '* + !' io—o ~ O ' *— 1' 

p — n ff l—Jk o — n n 1-ft 

p — w~ Si *!+*' o — w ~ TT* 1—* * 

Die hierans folgenden Formeln 



q fP\\ ^ (^-P)i^-P) (n\'_ {p-nno-n) /1-&Y 



(p—n)io — w) 
'{p — m)(fl—n) 

zeigen, dafs die Umformung jedesmal imaginär sein wird, sobald eine der 
Gröfsen oi und o innerhalb der Intervalle o — p^ während die andere aufser- 
halb derselben liegt ; welche Lage auf 8 verschiedene Arten bei den 4 Gröfsen 
^y ßj T' ^ ^^^^ finden kann. 

Da k eine positive Gröfse ist, so erhält man aus der letzten Formel 
folgende : 

i— * I Jf (p—n)(o—w) \ 

i + k — '^}/\{p-ü))(o-ny' 

wenn A:^<Cl werden soll, und folgende: 

in* J np-n)(o-u^) \ 

1 + * ~ rV(p — «)(o— yr)/' 

wenn k^^l werden soll; und umgekehrt, je nachdem man dieser Quadrat- 
wurzel das positive oder das negative Zeichen giebt, wird die positive Gröfee k 
ein echter oder unechter Bruch sein. 

Man überzeugt sich aber davon, dafs unter der obigen Bedingung fflr 
das Argument x immer nur die erste dieser beiden Formeln gältig ist, auf fol- 
gende Weise. Durch Differentiation der Gleichungen (2.) erhält man folgende 
Differenüalformeln : 

/ X dy Q P dx 

/ \ dy t^j n dx 

(^-«')(7iri;;)i = -^Ä-^j-^jp^; 

welche zeigen, dafs die AusdrQcke {p—p)"p und (co— n)-^ dasselbe Zeichen 
haben mflssen und dafs, je nachdem sie positiv oder negativ sind, die Argu- 
mente y und X stets zusammen wachsen, oder stets, während das eine abnimmt^ 
das andere wächst. i 

Da nun zu jedem Werlhe von y, zwischen — oo und -f*»» weil x 
durch y linear ausgedrückt wird, nur ein Werth von x gehört, und umgekehrt: 



/• Richelot, von elUpiischm Integralen. 7 

so kann auch x nur für ^n^nWerth von y verschwinden, und auch nur fflr 
einen Werth von y unendh'ch werden. 

Da 

für y = o, a? = —1 und 

für y = p, j? = -j-l 

ist, so möge, während y von o bis p, ohne durch (o oder n zu« gehen, fort- 
schreitet, das Argument or continuirlich von — 1 bis -{-1 wachsen; dann mufs 
auch -r- > 1 sein , weil sonst zu diesem Werthe zwei Werthe von y gehören 
mfifsten: nämlich ein Werth, welcher auf dem Wege von o bis p, und der 
Werth y=7i, welcher aufserhalb desselben liegt. Man sieht daher auch, dafs, 
während x von 1 bis -r- wächst, das Argument y auf dieselbe Weise, d. h.' 
wachsend oder abnehmend, von p zn n fortschreiten mufs, wie es von o zu 
p fortschritt, ohne jedoch durch (o gehn zu können, weil sonst auch das Ar- 
gument X während des Wachsens von 1 bis -p durch — j- hindurch gehen 
mflfste, ohne zweimal durch's Unendliche, oder durch o hindurch zu schreiten; 
was unmöglich ist. Durch diesen Schlufs aberzeugt man sich davon, dafs von 
den 16 verschiedenen Anordnungen, welche reelle Substitutionen liefern, nur 
8 angewendet werden können, wenn das Argument x innerhalb der Grenzen 
— 1 und -{-l bleiben soll, während das Argument y in einem der 4 obigen 
Intervalle enthalten ist; und dafs zugleich der Modul k in diesen 8 Fällen ein 
echter positiver Bruch ist. Ebenso ist leicht einzusehen, dafs in den 8 übrigen 
Fällen sowohl das Argument x als der Modul k unechte Brüche sein müssen. 

Wenn man die Gleichungen (4.) mit einander multiplicirt und das Froduct 
durch das Froduct der Gleichungen (1.) dividirt, so erhält man die Differential- 
Gleichung : 

R (p — o)(yg— <») dy^ rfr^ 

4* .'(r-«)(r-Ä(r-r)(r~*) ~ (i-x«)(i-*»x>)' 
und wenn man auf beiden Seiten die Wurzel auszieht, nachdem man die Gröfsen 
selbst positiv gemacht hat, wird das Zeichen der einen Seite dadurch bestimmt, 

dafs es mit dem der Gröfse {p — p)'-p übereinstimmt. Da jedoch durch die 

Sobstitation x =i —z die ganze Substitution ungeändert bleibt und nur die 
Grenien und das Zeichen des neuen Integrals ins Entgegengesetzte übergehen, 
so werde ich von den 8 Voraussetzungen nur diejenigen 4 beibehalten, in 
welchen beide Argumente zugleich wachsen. Es seien daher die zu den Wer- 



«, 


S, 


ß> 


a, 


Y> 


ß> 


9, 


Y- 
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Ihen von x: 

-T' -1. +»' +T' 
gehörigen 4 Werlhe von y, nämlich 

O), O, P, Tly 

der Reihe nach gleich den ißröfsen 

ß> «, 

Man sieht hieraus, dafs die Differenzen o — p und va — n 

im ersten Falle . . . =—(«—/?; = 4* (y—^)> 
im zweiten Falle . . . = —(ß—y) = —(^a — ä)^ 
im dritten Falle . . • = —(y — ^) z= -^(a — ß)^ 
im vierten Falle . . . = -}- (a — J) = -f(/9 — y) 

werden, und erkennt daher, indem die Producte 

positiv sein mässen, welche Zeichen den Ausdrücken fär -^ und -^, nach 
Auflösung der reinen quadratischen Gleichungen (3.) , in den 4 verschiedenen 
Fällen gegeben werden mflssen. Ebenso ergiebt sich aus den obigen Diffe- 
renzen, dafs das Product 

{o—p)(a) — n) 

im ersten und dritten Fall den negativen Werth 

-(«-/?)(y-cJ), 
im zweiten und vierten Fall den positiven Werth 

erhält. Hienach wird die Differentialgleichung (5.) 9 nachdem man beide Glieder 
derselben positiv gemacht und die Wurzel ausgezogen hat, in Betracht dafs der 
Werth von j^ positiv ist , folgende beide Formen annehmen : 

^ __ 2Vk d£ 

dy ^ 2Vk d£ 

von welchen die erste, fflr den ersten und dritten Fall, zugleich mit der Formel 

i+k — n(a-y)0«-i)f 



8. 



y von « bis ß, 
X von -f 1 Ins —1, 
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zur Bestimmung des Moduls k, und den Formeln respective 

y-r _J/ '(a-r)(ß-7) \ i+kx 

«— r _ |// '(«-«y)(«-y)\ _ l2:£ Grenzen 
«— ■y _l/ A«-y)(«'-«y) \ i+Ajr 

i:z:l = /(fcg(lz^).|^, Grenzen !>• ^°° /, t^" ^^i 
y—ä r \{/*— *)(tt— *)/ l+x' Jx von -j-l bis —1, 

zur Bestimmung der Argumente ^It, während die letztere für den zweiten 
und vierten Fall, nebst der Formel 

zur Bestimmung des Moduls k, und den Formeln respecüve 

tt—y 1H«—ß)(tt—ry'i-ks^ 

i^=l/( ;«-W-;)) .|^, Grenzen ^ ^^"^ /, ^' ^ 
r— r 'M«— y)(y — *)'' I+j^' |a?von -fl bis —1, 

ß-y _J ({«~ß)(ß-9) \ <+*-r 



9. 



9-Y 



Mr-mß-9)y _^^ Grenzen 1^ ^°° //.^ «', ' 



a—y 
zur Bestimmnng der Argumente dient. 

Man kann den Differentialgleichangen auch folgende Gestalt geben, welche 
der am angeführten Orte der ^undamenta nova** aufgestellten völlig analog ist. 

Für den ersten und dritten Fall: 

dy dx 

worin gesetzt ist: . 

ß—3 a—r_ L+JV JV+Lcr 
a—S'ß—y L-JS' JS—Lx' 
CreUe'i JooriMl f. d. M. XXXIV. Heft 1. 2 
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Fär den zweiteii und vierten Fall: 

dy dx 

worin 

y—d'a-y~'L=^'L—Lx'' 

tt-Y ß-y _ L+Jy iV+Lx 
a—ß ' Y—y L—JV ' JV—Lx 
gesetzt ist. 

Aus diesen Substitutionen ei^eben sich, dadurch, dafs man — x statt •\-x 
setzt, vier andere, in welchen , während das Arg^iment y in den 4 IntervaUen 

a.... ß, /?.... y, y . . . . <J, ^ q: oo a 
abnimmt, das Argument x von — 1 bis -fl wächst. 

§. 3. 

Über die Umformung des Integrals 
dy 



/f 



i\±{y-a){y-b) (^{y-fiy +v^)\ 
in Integrale von der Form 



mJv\ 



vermittels einer linearen Substitution. 

In dem gegebenen Integral sind die Gröfsen a, b, fi und v reell, so dafs 
der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen nur fflr zwrei reelle Werthe verschwindet. 
Man kann wieder annehmen , dafs die DiiTerenz a — b positiv sei, und die 
Grenzen des gegebenen Integrals so zerlegen , dafs sie die Intervalle 

a....bp b +00 a 
eiazeln nicht flbersclireiten. Man bemerkt dann, wie oben, dafs, während das 
ArguQien) y sich im ersten dieser beiden Intervalle befindet, das obere, und 
wenn es in den letzten enthalten ist, das untere Zeichen beizubehalten sein 
wird. .Diir<)b;£inffihriing einer redien, linefiren Substitution von der Form 

; : . ^ p-\'qx 

^^ •' r'\'8x 
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geht das Differential 

rfr* 



in folgendes von derselben Form Aber: 

(rff'^ps)^dx* 



worin ebenfalls nur die beiden ersten linearen Factoren reell sind. Man kann 

die 4 Coefficienlen p, q, r, 8 reell und so besUminmiy daft die beiden ersten 

Factoren die Formen 

i-^-x, 1 — X, 

mit gehörigen Conslanten multiplicirt, annehmen, and d^r Doppelfactor auf die 

Form 

l+k'x' 

fahrt. Denn man erhält dafür die 3 Glelchnngdn 

(p — ar){q — bs)i-(p — brXq—as) = 0, 

(^p—fir){fi—fis)'\-y'r8 = 0, 

{q-a9){q-^bs)^{p-ar){p^br) == 0. 

Die beiden ersten Gleichungen geben fflr die Ausdrücke 

P^.± P.-LJL 

. r Ä ' r ' ' « . 

reelle Werthe; wodurch klar wird. da(^ die Verhältnisse — und — die 
Wurzeln einer reellen quadratischen Gleichung sind ; und zwar sind die Wur- 
zeln derselben reell. Denn wären sie imaginär, so mflfsten sie conjugift sein, 
und daher, in den Theil links der zweiten Gleiobnng 81lbsli^lirt, dieselbe auf 
die Summe dreier ,redUen Quadrate redudren; was, da dersdbe versohwindtai 
soll, nur fflr besondere Werthe von a> b, fi, v, und namentlich fflr ^= 0, mög- 
lich wäre. Da also die Werthe von — und — stets reell sind, so ergiebt sich 

aus der ersten und dritten Gleichung auch — reell, nemlich: 

r ^ q — ftg • ^ q'-^an 

— — ■ ■ ■ "t" « ■ ■ ■ T • 

* ~ P.rr^.T P — «r 

Also ist die ganze Substitution, und atch, wie leicht zu sehen , die Gröfse k^ reell. 
Die Anzahl der versdüedenen Substitutionen obiger Art ist in diesem 
Falle vier, da man nicht nur jedem der beiden reellen linearen Factoren die 
eine der beiden Formen l-{-;r^ l«--ar geben, soBdern audi jtdMmal . die bei- 
den Argomeniezogleidi waobsend annehmen kann; /t)disr;:iiYe)it«Ükri^BS. wird 

2» 
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in jeder dieser 4 Substitutionen, während das Arg^iment / in einem der bei- 
den Intervalle 

a . . . ,b, b +(»*.., a 

liegt, das Argument x ein echter Bruch werden. 

Anstatt nun diese Substitution direct zu entwickeln, werde ich ihre Re- 
sultate aus den obigen ableiten, indem ich im ersten Fall des vorigen Paragraphen 

und im vierten Falle desselben 

d=b, a = a, ß\Y = 2fi, /?y = ^^ + i/^. 
setze. 

Hieraus ergeben sich die Umformungen: 

ÜZiv _ // (a^^)H.>x i^ Grenzen !>-'' /\^' J' 
L' = i(>'{((«-|t*)(*-/t)+»^)H(«-*)''''}+(«-i«)(*-/*) + »^), 

f dy ^ f ix 

J V(.(y-a)(y-b){(y-iiy-\rv^\) J ,^((l-jr»)(L»+A»jr»)) ' 

b-y J( {b-iiY^-v^ \ l-x Grenzen (^^°° * +~ *** 
L' = l(v'({(«-^)(*-A*)+'^r+(«-*)'»0-(«-i«)(ft-/*)~v*), 

Ans diesen beiden Umformnngen ergelrea sich sogleich die beiden Qbrigm, 
in denen die Argamente nicht zugleich wachsen, wenn man — ar statt -f setzt. 



• •). 



/ 



§.4. 

Cber die Ümrormüng des Integrals 
. dy 

in Integrale von der Form 



mJ i 



;. , ■ durch eine lineire^ reelle Substitution. 

. .'In dem gegebenen Integral sind die 4 -GrOfsen m, n, fi^ y reell, so dafs 
der AosdrnekuBiler dett'Wuntelzeichehftr keinen reellen Werth von y ver- 
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schwindet Es giebt hier daher nur ein Intervall fQr das Argument y^ nemlich 
— cc....-f oo; d.h. y kann jeden reellen Werth annehmen, ohne dafs der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen sein Zeichen findert. Durch Einffihrung 
einer reellen Substitution von der Form 

geht das Differential 



(y-my+n^ 
in folgendes Aber: 

(rq'—p8)dx 



und ebenso das Differential 

(y— M)+y* 
in folgendes: 

(rq — ps)dx 



Man kann die 4 Cogfficienten p, q, r, s reell und so bestimmen , dafs 
der erste der beiden Doppelfactoren im Nenner auf die Form 1-f j?^ und der 
andere auf die Form 1-f Ar'^^ fahrt; denn man erhält dafür die 3 Gleichungen 

(p—mr){q—ms)']-n'rs = 0, 

(p — fir)(q — ii^s)^r'rs = 0, 

(p-tnrf^n'r' = (^-m)^+iiV. 
Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich, eben so wie in §. 3., dafs 
die Verhaltnisse — und -^ ^^^^^ ^^^^^ ^^üi müssen, und aus der dritten dann 
das Verhaltnifs — durch die Gleichung 



(f-»)*+.- 






reell. Ebenso überzeugt man sich dayon, daft die Gröfse Ar* eine positive 
Gröfse ist; nemlich es ist: 



-^ — i, er.) =ie. 
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i 1 X 

Wenn man ±Xy ±—9 ±"3fc]^9 ±X ^^ ^ ^^*^ ®^ verändert des Dif- 
ferential 

^ dx 

(l+j7»)(l+4»ar*) 

seine Form nicht. Hieraus ergiebl sich, dafs es 8 Umformungen dieser Art 
giebt, und vier, in denen A?^ <C 1 ist. Jedoch wird das Argument x in diesem 
Falle, während y jeden beliebigen reellen Werth annimmt, aiudi die jffinbeit 
Aberschreiten können. 

Auch hier werde ich, anstatt die Substitutionen direct zu, entwickeln, ihre 
Resultate aus denen des ersten Paragraphs dadurch ableiten , dafs ich im yier- 
ten Falle desselben 

und a^y — 1 statt x setze. 

Daraus ergeben sich folgende Umformungen, wo n und v und m — fi 
positiv angenommen werden: 

dy r dx 

N = i{i/((m-^/+(n+i^n-|/((iii-^)H(^+^)0}, 
und wennP = /(ii^-iV^), Q = HU-n^), B = y(a^-iV^), Ä=]/(L^-0 
gesetzt wird, entweder: 

y— m _ P^Qx y—fi i_ L*P+JVO»jr 

n ~ Q—Px^ V ~ LN^ Q—Px ' 

oder auch: 

_ NR+LSx __ LR+NSx 

— LS—NRx^ ~ LS—ß/Rx^ 

Grenzen y -f" ^ ^ H* — ^ 



oder: 



y—m __ PNx—QL y—fi __ LPx — NQ 

1 JV*Rx—L*S Rx—S 



Grenzen y -[■<». *'• )•* ~* 

^ -/(fe^) ^/(^=ip .y(fe^) -/(x^)- 

Aus diesen Formeln ergeben sich sofort, wenn man —x statt -{-x setzt, 
zwei Umformungen, in welchen die Argumente nicht zugleich wachsen. 
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S. 5. 
Ober die Umfonmiiig der Integrale von der Form 

r ^ . r ^ 

J V\±iy-<»){y-my-Y)\ J •{±(y-«)(0'-f*)*+»'»)} 

in Integrale von der Form 

1 r dx^ , 1 r «^ 

10V /((l+x»)(l— *»x»)) "^ "WJ |/((1— *»)(!+*» X»)) • 

Wenn man in den Resultaten von (§. 1.) d, und in denen von (§. 2.) b 
in die negative Unendlichkeit wachsen Isfst, und die Grenze derselben nimmt, 
so erhält man folgende Umformungen: 

/; dy f dx 
i(-(y-a)(y-ß){y-r)) —J /((!-*»)(£«- /V«x»)) » 

^ = i {yc«-/) + i{ß-r)\ ^ N=i Wi^-r) - V(ß-y)] . 

L^Ni-x _a-y L+JV JV+Lx _ y-y Grenzenl^** ''""^' 
L=W l+x ~ y-ß' L-JV N-Lx ~ ß-y' '"^®°*®" \x: -f 1 . . . . -1, 

= JZ2:, = JZ2:, Grenzen!^-' J'" — ~' 
ß—Y ß—y \x: -fi —1, 

r dy r dx 

J y(ljr-m){y-ß){y-r)) — J V((i-x')(L*-J\*x*))' • 

L-N i^a: _a-ß y-r L-N N-Lx _ a-y ß_„„_|y- ß-'T' 
r+lv i-x — «-y ß-y' /.+iV iV+Ljr — a-y» *''®°^®°(ar: +1....-1, 

_«_=r, = «=^.1=21, GrenzenK? "^^ ^' 

dy_ P dx 

y((«-/){0'-f»)*+»")) ~~J Af^-x*)L*-\-lS*x*)) ' 

r dy f dx 

r-a = (L+^>{±£, Grenzen}^; ^7:;:: J:;^ 

Aus diesen Umformungen erhält man, wenn man — x statt -^-x 
schreibt, die analogen, in welchen die Argumente nicht zugleich wadisen. In 
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allen diesen ist aber x entweder ein echter Bruch, oder die Einheit; und da man 
die gegebenen Integrale zwischen beliebigen reellen Grenzen auf ein Aggregat 
solcher zuräckfOhren kann, in welchen das Argument die in den vorstehenden 
Tafeln stehenden Grenzen nicht flberschreitet, so hat man die erstem auf ein 
Aggregat von Integralen von der andern Form reducirt, in denen die Argu- 
mente die Grenzen .... -f 1 und . . . • — 1 nicht Qberschreiten. 

§. 6. 
Über die Umformung der obigen Integrale in Integrale von der Form 

y f^(— sin*ösin*<jp) ' 

Nachdem man im Vorigen die Integrale von der vorgeschriebenen Art 
auf die Formen: 

dx f dx r dx 

•{(l-jf»)(l-A»jr*)j ' y y{(l-ar»)(l+A»a;«)r 7 y{(l+jr*)(l+**ar»)l 
gebracht hat, in deren erster und dritter die Gröfse 1^ ein positiver echter Bruch 
ist, und in deren erster und zweiter das Argument x die Einheit nicht über- 
schreitet, bringt man durch die Substitutionen 

X = svatp, X = cosy, X = tangy^ 
die 3 Integrale respective auf die Form 

1 r dq> 

mJ >/(1 — sin»esin»<]p)* 

worin beim ersten und dritten das Argument tp innerhalb der Grenzen — ^77 

und -f i^ U^S^ während es beim zweiten zwischen und n enthalten ist. 

Man erhalt nemlich fQr die drei Integrale respective 

sin'ö = Ae, ilf = 1, 

tang^ö = Ä^, M = cosö, 

cos'ö = te, M = 1. 

Wenn man diese 3 Substitutionen in die Resultate von ($.1., §. 2. und 
§. 3.) einfahrt, so erhslt man folgende Tafeln von Umformungen der ursprüng- 
lich gegebenen Integrale in die trigonometrische Normalform. Die erste und 
zweite dieser Tafeln folgt auch unmittelbar aus den Tafeln im 9ten Paragraph 
der „Fundamenta nova'', wenn man darin ^71 — <p statt 9 setzt. 

Tafel I. 

y^ dy _ 2co8Min— 4g) f dtp 
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Fflr das obere Zeichen: 

Fflr das untere Zeichen: 

, > ^l/'{a—y)(Y—S)\Jrß—y\ Grenzen vony: ^....y, 
i.„„/x« ±,«^ ,V A«-y)(«-/^) >i/r'^-y^ Grenzen von y: <? +«, o, 

Tafel 2. 

y<(K 2co8«(j«— ^g) /• <f» 

|/{+(j.-o)(y-/J)0'-y)) — ^(«_y) ^1^{l-sin»<?«in»9)' 

Für das obere Zeichen: 

4 

laBg(i;i-4Ö)=y(fE^), 

, V *///?— y\,V«—r\ Grenzen von y: a — ß, 
tang(i.-i9) = y(f:rf)y(pr^). . . . ^: +i^....-l„, 

y'Cy— r) Grenzen von y: y....— c», 

Fflr das untere Zeichen: 
tang(i7r-iö)=yg^), 

, X ^lra—y\lrß—y\ Grenzen von y: ß — y, 
langen -i.,) = y(^)y(f3:^), _ . . J^ +i«....4«> 

langen -iy) — — y(^_,) » _ _ - y: J^\n....-\n. 

Cretle'i Joonial f. d M. Bd.XXXIY. Heftl. 3 
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Tafel 3. 
r dy V(+cos(?,C08tf^) /* d(p 

wo V eine positive Gröfee ist, und a — b ebenfalls. 

Fflr das obere Zeichen sind Oi und 6^ so zu nehmen , dafs ihre Quadrate 
zwischen und \n^ liegen, und es sind die 

Grenzen von y: a — Ä, 

- - - (p: 0<i...7r. 

Fflr das untere Zeichen wird Ö[ zwischen \7^ und n^ und ßi zwischen und 
\n^ genommen, und es sind die 

Grenzen von y: b +oo a^ 

- - - (p: .... ^. 

Tafel 4. 
r dy i// ±co8gA f dif 

^ = tang^., langi(^ = |/(!l^(a-r)). 

Fflr das obere Zeichen ist 0i zwischen und \n^ zu nehmen, und es sind die 

Grenzen von y: a .... — oo, 

- - - y: .... TU 

Fflr das untere Zeichen ist 0[ zwischen \7^ und n^ zu nehmen, und es sind die 

Grenzen von y: oo ....a, 

- - - (p: .... n. 

Tafel 5. 

f *^ ^ J/ ^cosiy»\ / " dq> 

y/{(7— m)« + n»}{(;'— /i4)»+v»} f Vw» v* // /(l — sin« i? sin* <p) ' 

wo it^ y und m — /i positive Gröfsen sind. 

wo die Gröfsen ^, dj^ i;?^ zwischen und ^n^ anzunehmen sind. 

r— »» • n/ü lil^ I •> Grenzen von y.: (x>, m^ ^»^ 

y * ri//i /INI ^ Grenzen vonr; ^c», li, +00, 

— =h.«(«»^.)+^), y: K«,-ft). 1.-«»:-».), -(«A). 
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§.7. 

Einige allgemeine Bemerkung«! über andere Sabstitntionen , welche auf die Normalform 

fuhren. 

Die eben auseinandergesetzten Umformnngen wurden dadorch gefanden, 
dafs man für aP^ in den Integralen von der Form 

1 f dx 

einen passenden linearen Ausdruck von sW(p sßXzie. Allein dieses sind nicht 
die einzigen Substitutionen dieser Art, durch welche der Zweck erreicht wird, 
sondern es giebt für jeden der drei Ffille noch einen andern linearen Ausdruck 
von sin^^^ welcher, für aP substituirt, das Integral (1.) auf die Normalform 



/. 



)/(l — sin^ö'sin^ijp) 
reducirt. Da nemlich dieses letztere Integral dufch die Substitution 

cotang (p = cosdtangt/;^ 
welche ebenfaHs sW(p linefir durch sxv^rp ausdrückt, in dieselbe Form 

d\f) 



-fv. 



y(l — sin*ögin*v^ 
umgestaltet wird, so erhSlt man in den 3 obigen Fällen resp. die Substitutionen 

i 

von denen jedoch die beiden ersten auf etwas complicirtere Substitutions- 
formeln führen, als die in den vorigen Paragraphen angewendeten, wenn man 
(p durch das ursprüngliche Argument y bestimmt; und umgekehrt. Alle diese 
Ausdrücke für or^, durch welche das Integral (1.) iA die Norma^orm umge- 
staltet wird, kann man aus den Formeln von der Form 

g^*sin*y 

ableiten, mit Hülfe deren das Integral 

dy 



h 



y{±(r-«)(r-/»)(r-7')(r-^)}. • 
in Integrale von der Form 

d\p 

verwandelt wird. Es läfst sich leicht direct zeigen, dafs, wenn k<i 1 und sin^^ <; 1 
werden soll, wieder die Anzahl diesejr Substitutionen 8 ist; und zwar von 
der Art, dafs für jedes Intervall zwei derselben anwendbar sind. Ich ziehe 

3» 
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es jedoch vor, dieselben aus der Tafel 1 abzuschreiben. Setzt man nemllch 

so erhalt man 

C08*(i« — ^^y^{i — sin* e sin» tp) '^ ""7/(1 — sin« >? sin» V)» 
cosi^ = tang*(^n — |tf), 
Grenzen. von y: -fi?r, 0,. — ^n. 

Die Substitution dieser Formel in die Tafel 1 ^ebt folgende: 

Tafel 6. 
/. 'ty /• 2 f dtp 

Für das obere Zeichen: 

» _ («-^)(y-3) 

tanjrv = •1/^^=^.-5^=^') ^''*"**" ^*'" ^' " * ' ' * ^' 
»»y yVa— df r— /?/' - - - tf>: o ....\n, 

lang v^ =1^(4:::^.^^), Grenzen von y: y.... 3, 
Fär das untere Zeichen: 

»^ fVa— ^ ^— y^' - - - v: 0....iw, 
taniTK/ — V/«-y ^-yy Grenzen von y: «? +«> «, 

Setzt man 3= — oo und nimmt die Grenzen, so erhalt man 

Tafel 7. 
f. ± 2 f dtp 

'^ V{+iy—«)(r—fi)(y-r)\ ~ i^(a-f)yy(i-*»8in»v)" 
Fflr das obere Zeichen: 



}renzen von y: y . . . . — 
- - - if>: 0....^n 



tangv; = ]/(rEr)f ^^""^ von y: y .... -oc, 
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Fflr das untere Zeichen: 



a — y 



ß .... y, 
^7t, 



Aus allen diesen Umformungen folgen, dadurch, dafs man ,.. f ^^ statt 

tangv^ setzt, ebenso viele andere; denn hierauf fahrt die Benutzung der 
obigen Snbstitntion in den Tafeln (1 und 2), wenn man daselbst —-9) statt ^ 
gesetzt hat Die obigen 6 Umformungen des Integrals (l.)) welches durdh 
die Substitution x^^^y in 

f jdy 

J V\x(i±y){i±k^y)\ 
abergeht, sind, wie leicht zu sehen, nur Folgerungen aus der Tafel (7) far 
die Umformung dieses letzten Integrals in die Normalform. 

Wenn man in den Tafeln (1, 2, 3, 4, 5) Binq>=^z, und in den Tafeln 
(6 und 7) sinip = z setzt, so sieht man, dafs alle dort benutzten Substitutio- 
nen unter die Form 

o _ A+By + Cy^ 
^ ~ ü-^Ey+Fy^ 

subsummirt werden können, zu welcher auch die 3 am Anfange dieses Para- 
graphs aufgestellten gehören. Die Substitutionen der ersten und zweiten Tafel 
sind jedoch insbesondere von der Form 

und die der 6ten und 7ten TOn der Form 

,2 ^ MBy 

Die in den Tafeln (1, 2, 3, 4,5) aufgestellten Formeln haben vor den 
abrigen den Vorzug, ista das Argument y in ihnen durch lang ^9)^ rational, 
durch Formeln von der Form 

^ i>-j-j6;tang^5p-|-Ftang>i9> 

ausgedruckt wird, welche Form auch auf 
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zurfickkommt. Es giebt jedoch noch andere Substitutionen 9 welche in diaßer 
Beziehung einfacher sind. Man erhält dieselben aus den obigen auf folgende 
Art. Man setze in den Integralen 

f dx 

y/{(l+j^»)(l+&*:r^)r 

in welchen das Argument, wenn nicht beide untere Zeichen gelten, zwischen den 
Grenzen — 1 und -f 1? und wenn beide untere Zeichen gelten, zwischen den Grea- 
zen — 00 und -}-«> genommen werde, x^=^v, und forme das dann entstehende 

f \dv 

yY{i;(l+i;)(i+*»r)}' 
dedsen Argumente respective zwischen und 1 oder und qo genommen wer- 
den, mit Hälfe der Tafel (2) in die Nonnalform um. Hiedurch erhalt mtn die 
Umformungen 

dx ' , 1 /^» dV 

•{(i-..)(i-Ä«.»)i - ^^+V/(i-(]^)W.,) ' 

Grenzen von xx 0, 1, 

- - - Sp: +l?r, ±\n; 

/[ ^r , cos« r d^ 
VKl— jr»)(l-fA;»x*)} — 2eo9*iaJ /{l— lang» 1« sin» y| ' 

■ ••* = tang«, tang(in±f9,) = |/(-l--)|/(^), :- 

Grenzen von jr: 0, 1, 

dx ' 1 p d(p 

Grenzen von x: 0, oo, 

Fahrt man diese Substitutionen in die Resultate dier Paragraplien (3. bis 6) edn, 
so erhält man Substitutionen von folgender Form: 

«09* = ^^^^^» oder auch 
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Unter ihnen zeichnet sich durch besondere Einfachheit diejenige ans, welche 
sich anf den dritten Fall bezieht; denn sie ist von der Form 

Es wird nicht überflflssig sein, diese letztere hier noch hinzuzufDgen: sie ist 

•((/— !»)*+/*»)((>'— ^)»+r») m— /^y (1— A*sin*9)' 

falls 

— - — = tang^i, = tangöj, k == — r-^ 

gesetzt wird, wo n^ v,m — fi positive Gröfsen und die Argumente y und (p 
durch die Gleichungen: 

tang(i7r-ii7)tangi(V'-ö,-Ö2)= tangCiTr+^y), tangiv= ^^^, 
verbunden sind. 

Es ist übrigens leicht zu sehen, dafs die Verbindung zwischen den 
Argumenten (p und xp, wenn man 

setzt, durch Formeln von der Form 

sini// = g.+*.siny+g»co8y 
^ a-^-bsincp+ccosip ' 

cosv = i 4. ■ , ^ 

auagedrflGb werden kann, weiche der berähmten Umformung der Integrale 
von der Form 

: d^ 

V{A-\-ßco8xp-\-2Csinyj'\-ücos2ip+E8\n2xp) 

in der Abhandlung „De transformatione integralis duplicis etc.^\ im 8ten Bande 
dieses Journals, zu Grunde gelegt und mit den Wurzeln einer cubischen Glei- 
chung in Verbindung gesetzt ist, mit deren Hülfe die Gröfse unter dem Wurzel« 
zeichen in ihre Factoren zerlegt wird. 

Auf dieselbe Form fahrt auch ein besonderer Fall der Tafel (4). bt * 
nemlich daselbst ii=:0, und setzt man y = t^, fi = q cos a, r=^Q8ina, so 
erfafih man die bekannte Umformung 

f dv ^ 1 r dtp 

V Grenzen von v: • . . . ±<», 
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Endlich bemerke ich, dafs man die Integrale 

dx 



h 



auf welche man in (§. 2.) durch eine linefire Snbslilation die Integrale von 
der Form 

r iy_^ 

J A±Ky-'^)iy-§)(y-r)^-9)\ 
zurfickgeführt hat, durch die bekannte Gaufsische Transformation zweiter 
Ordnung: 

oder auch umgekehrt: 

WO A^^= . . y ' , Arl= ^ . ^ gesetzt ist, auf die Normalformen 



«y y 



dz j 

und 



\ r dz 

zarackfflhren kann. Die dann entstehenden Substitutionsformeln haben respecüve 
die Formen 

^ ~ rf+ez-f/V » ^ ~ d\-ey\-fy^^ 
md die auf obige Weise aus. den Tafeln (1 und 2) geradezu abzoschreibeiiden, 
d^mit zusammenhangenden Umformungen sind in den ^Fundamentis novis"' §. 8., 
und in der Abhandlung des Herrn Lvchterhand, im 17ten Bande dieses Journals, 
direct entwickelt. 

§. 8. 
Cber die Reduction der Integrale Ton der Form 
fyiy 



A 



l/{((y-m)«-iV)((:r-f*)*-N)} 
auf die Normalformen der elliptischen Integrale von den drei Gattungen. 

Wenn man die in (§. 6.) benutzten Substitutionen, welche in den drei 
verschiedenen Fällen von den Formen 

__ fl-f ftsiny g-f-ftcosy ^ rt-f^tangy 

^ e+rfsin<]p ' ^ c-f </co89) ^ ^ c+c/tangy 

sind, in dem jetzt zu behandelnden allgemeinem Integral anwendet, so geht 
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dasselbe in Integrale folgender Art Ober: 

F'd(p 



fi 



/(l — sin'ösin^y) ' 

WO JP der Kürze wegen statt einer rationalen Function von sin 9 oder cos 9 
oder tang9 geschrieben ist, deren Zähler und Nenner in Bezug auf eine dieser 
Gröfsen höchstens von demselben Grade ist, wie der höchste Grad von y 
im Zähler und Nenner von fy. Es kommt also darauf an, diese Integrale, 
deren Argument nach dem Vorigen stets zwischen die Grenzen und \n 
gebracht werden kann, auf ihre einfachsten Formen zurückzufahren. Die 
Function F läfst sich aber stets als ein Aggregat von Gliedern von der Form 

(a-fsiny)" oder (a-f^osy)* oder (a-ftangy)" 
darstellen: also hat man die 3 Integrale von der Form 

r (fl, + siny)« , f (a,+co8y)« . f fas + tangy)« , 

J |/(1— sin*ösin«9)^^^ J |/(1— sin^esin*^)) ^^ J /(l— sin^ösin^y)^^ 

zu reduciren, wo a eine reelle oder imaginäre Gröfse und a eine positive 
oder negative beliebige ganze Zahl ist. 

Zu dem Ende bezeichne ich diese 3 Integrale respective dnrch 

und stelle folgende drei Reductionsgleichungen auf, welche sich sofort durch 
Differentialion ergeben: 

(Hi sin 9))* cos 9 yC 1 — sin^ sin* y) 

= Ä(l-iiJ)(l— fl?sin*ö)JrÄ.i + (2Ä+l)öi{l+sin*ö— 2ii;sin*Ö}-XÄ 

_(A+l){I + sin*Ä--6i^sitfÄ}XÄ+i-2(2H3)«i«a'«^Ä+2+(H2)sin*öX,^3^ 

(Oj 4" cös ipf sin ip y(l — sin* B sin* 9)) 

= /i(l-«^)(l + fl?tang*ö) r,^,+(2Ä + l)a,(l-tang*ö+2fl?tang*ö) F, 

-(Hl)(l-tang*ö+6^tang*ö)F;,^.,+2(2Ä4-3)a,tang*Är,+,-(Ä4-2)t^ 

(».+...,^) "'<'-^;:7-^> 

= Ä(l + <^)(1 +fl?cos>^)ZA_, -(2A+l)a,(l +cos'tf +2<^cos'tf)Zji 
+(Ä-|-l){l-fcos*d-|-fffl|cos'ö}ZA+x-2(2Ä-|-3)a,cos»ÖZA+,-f(Ä-l-2)cos*ÄZj+5. 
VermiUels dieser Gleicbangen redacirt man alle obigen Integrale auf diejenigen, 

in welchen der Index a 

» —1, 0, 1, oder 2 

ist. 

Setzt man nun der Kürze wegen 

^ 1^(1 — sin^ö sin» == ^9), 
so ist leicht za sehen, dafs folgende Gleichungen Statt finden: 
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y rdtp , f sin (pd(p 

■-^ fdq) I f cos (pd<p 

^^ — ^J~Z^^J dtp ' 

^^— V:jy +/ — 3^~' 

^^*~ • flj y (aj — sin*<p) '^/y"^ flj J Jg> •/(£!« — sin*9)Jy' 
y. g^ r sin*y rfy «^ /*</y /* cos y rfy 

-* 1— ajy (1— aj)— 8in«y*Jy i—a\Jjq> ^ (aj— cos«y)Jy' 

^ , 1 /* siii*y ^y J ^ /*rf^ /* sinycosyrfy 

-* "• oT^aJ— (a|+l)sin*y*^+ a, 7 "^"^ Ca|— (öJ+l)sin»2/9* 

Um die Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichungen auf die in 
den ^Fundamentis novis etc.'* eingefOhrlen elliptischen Functionen und Transcen- 
denten zurückzufahren ^ setze ich: 

sin'ö = le, cos'd = *?, 

amÄ — u = coam ti^A:^ • ® 

a] = sin^ am (^a'\'iKi , *) , 112= cos* am (^a-^iKi , *) , 113 = lang* am (fl-f**^! » *) ? 

/*y t*8inamgcosamgJamasin*yrfy /*" ftisinamacosama^amusin^amm/u 

y (1 — ft* sin^amasin^y) Jy y 1 — ft' sin* am a sin* am ti 

= i7(fi, a) 

und erhalte dann aus den vorigen Gleichungen, nach leichten Reductionen und 

Integrationen, folgende: 

Xo = ii+C, 

F« = n+C, 
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X, =a,«4-^Iog (;7*^'°*'0"'") -LC, 
Fl =a2ii + yarctang(T-coscoamii)4-C', 

r, = + ^£7«-f *L=f!i*l„4-2fj.arctang(|-coscoamtt)+C, 
Z, =-j^^«4-<^«+ga.iog /+^<^"°« .J. *«°y''°'"^«"'" .C; 

xr I A sin am a rr i / r • \ ^ 

* ' cosama^ama ' i ^ ^ 

, ftsin^amg i /l-|-*sincoamgsincoamu \ , ^ 
* cosamaz/ama ^\1 — Asincoamasincoaintt'/ ' * 
^^ tisin'ama rr-. v? • ^ n^ 

* cosama ^ ' 

^ _ i^^Muno i7w,ii4.tVaiiiii)ti 

/p'smamacosama ' i v ^ 

In dem besondern Fall, wo die Fanction F, welche in dem obigen 
Integral 

y •(! — sin*6fsin«9) 

vorkommt, eine gerade rationale Fanction von sin 9)^ cos 9) oder tang^ ist, kann 

man die weit einfachem bekannten Reductionsgleichnngen anwenden, welche, 

für die verschiedenen 3 Formen ausgeführt, hier noch hinzugesetzt worden sind. 

Da sich in diesen Formen die Function F respedtive als ein Aggregat 

von Gliedern von der Form 

(m-f sin^ (pY^ 

(m-f-cos* yy, 

(m-ftang^yr 
darstellen Ififst, wo m eine beliebige reelle oder imaginäre Gröfse und fi 
eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur 
auf die Rednction der Integrale 

4* 
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/ (m+sin^(pydfp /'(m+cog»y)^dly f(m+iang*q>ydq^ 

an, welche ich respective durch: 

U V w 
bezeichne. Dieselbe ergiebt sich aus folgenden ^ dordi Differentiation leicht in 
beweisenden Reduclionsgleichungen : 

(m -j- sin* ^y sin y cos y //y 

- i-(2Ai+2)(l+*^+3iiiA^)r^+, +(2iti+3)A^I7^^a V 

(m -f cos* q>Y sin 9) -^y 
_ iJ^2tim{\-fn){ie,-ieTn) V^^, -(2^1){*5-f 2m(AJ-A:*)-3A*m*} Fj. 

- f+(2Ai+2)(Äj-Ä^-3iiiÄ*)r^+i ^ +(2/u+3)Ä*F^+, r 

(m -f lang* y)/* tang y Jq> 

_ i-2fifn{\-m)(\-ie,m)W^^^ -(2/^+l){l-2m(l+*i)+3iii*A^}IFJ 

- J4.(2^a+2)(i+Äj-3i^iÄ?)Fr^^, _(2^-f3)Ä?fr^^, r 

Mit Hälfe derselben reducirt man die Groben I/^, V^ und FF^ auf solche, 
in welchen der Index fi, — 1, 0, oder -}-l ist. In dem besondern Falle jii=0 
kommt man sogar nur auf die Indices und 1. 

Man kann aber endlich diese noch flbrigen Gröfsen, wenn man die 
obigen Bezeichnungen benutzt, auf folgende Weise auf die in den „Fundamentis 
novis etc." gebrfiuchlichen drei Hauptgattungen zurückführen: 
ro = ti + C, Fo = ti4.C, FFu = fi + C; 

F, = +^£ii+*2^ii+C, 

U^i= -\ :; • IIu,a — (A*8m*ama)ti+C 

* ' cosamaJama ' ^ / x^* 

«1 = i :z • ITu,a +(A:^6in^amfl)ti4-C, 

W^^= - ., . '^'"'" - iTu,ii +^ama.|i+C; 

^ A^smamacosama ' * * ^ 

wo ft^sin^am« respective statt , , . und gesetzt ist. 
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Man kann übrigens , da sich jede rationale Function JP als die Summe 
von einer geraden und einer ungeraden rationalen Function desselben Argu- 
ments darstellen lAfst, welche Functionen ich durch jF\ und F2 bezeichnen 
will, das allgemeinere Integral 



Jfp J J(p T/ J(p 



setzen. Da letztere aber auf logarithmische Kreisfunctionen und algebraische 
Functionen von sin^ zurflckgefOhrt werden können, so pflegt man auch nur 
die erstem vermittels der eben auseinandergesetzten Gleichungen auf elliptische 
Functionen von den drei HauptgaUungen zu reduciren. 
Königsberg, den 3ten Juni 1846. 



30 S. Cayley, sur ViUminaiion ei les courbes. 

2. 

Recherches sur relimination^ et sur la theorie 

des courbes. 

CPar Mr. A. Cayley de Cambridge.) 



£2n designant par U^V^Wf... des fonctions homogenes des ordres m, n, p, etc. 
et d'un nombre egal de variables respectivement , et en supposant qae ces 
fonctions soient les plus generales possibles, c'est-a-dire qae le coef&cient de 
chaque terme soit une lettre indeterminee : on sait que les equations 17 ==0, 
F=0, W=0^ ... offrent une relation = 0, dans laquelle les variables 
n'entrent plus, et oü la fonction 0, que Ton peut nommer „Resultant complet 
des equations!' est homogene et de Tordre np . . . par rapport aux coefficients 
de U, de Tordre mp . . . par rapport a ceux de V, et ainsi de suite, tandis 
qu'elle n^est pas decomposable en facteurs. Cela pose, supposons que les 
coefficients de 17, F, . . ., au lieu d'dtre tous indetermines, spient des fonctions 
quelconques d'un certain nombre de quanlit^s arbitraires. Substituant ces valeurs 
dans la fonctions 0, cette fonction sera toujours le yyResulfant complet^' des 
equations. Mais peut quelquefois 6lve decomposable en facteurs, dont quelques 
uns doivent 6tre elimines. En effet les coefficients de l/, F, . . . peuvenf 
contenir des quantites S, rj, ... censees comme variables, et d'autres quan- 

tiles a, ß, qui sont conslantes, et il peut s'agir de la relation entre i, r^, ... 

qiii est necessaire pour que les equations 1/^=0, F=0 etc. puissent sub- 
sister conjointement. Dans ce cas tout facteur A du resultant complet 0, qui 
ne conlient pas les coefficients variables ^, ri, . . ., doit dtre rejete. En sup- 
primant ces facteurs, et exprimant par * le facteur qui reste, cette fonction 
est alors ce que nous nommerons y^ResuUanl reduit.'' Cependant les facteurs ji, 
proprement dils, ne sont jamais des facteurs etrangers, et ce n'est qu'ä 
cause du point de vue parliculier, auquel on a envisage la question, quMls ont 
ete rejetes ; d'un aulre point de vue ces facteurs auraient pü devenir le Re^ 
suUant reduil. Nous les nommerons donc, ä Texeraple de M. Syloestre, 
^Facteurs speciäux.'' 

Pour faire voir tout cela avec plus de clarte, prenons pour exemple 
le Probleme suivant de Geometrie analytique. 
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^TroQver les öqaations du Systeme des lignes tirees par an point 
donne aux points d'intersection de deux courbes donn^es/" 

Soient {7=0, F=0 les eqnations des deux courbes ^ ü, V etant 
des fonctions homogenes des variables x, y^ Zy des ordres m et n respecti- 
v^ment, ce qui revient ä prendre x\z et y\z pour coordonn^s d'on point. 
De möme il fant exprimer par {a, ß, y) le point dont les coordönnes sont a : y 
et ßiy; et ainsi pour tous cas semblables. Ils^entend, qn'on suppose partout 
que les coefficienls de U^ V^ ou de U, restent absolument indelermines. Re- 
presenlons par («,/?, y) le point donne, et par (1,^,0 un point quelconque 
d'une des lignes dont il s'agit. En eliminant x^ y^ z entre les equalions 

1. ^=0, F=0 et x{ßl;-Yri)-\-y{Y^-ai;)-{-z{ari-ß^) = (i, 
on obtient Tegnation cherch^e = 0. Ici est une fonction homogene de 
Tordre mn par rapport ä ß^—yrj, y^ — a^ et aij — ßS; de Tordre n par 
rapport aux coefficients de U, et de Tordre n par rapport ä ceux de V; de 
plus cette fonction est decomposable en mn facteurs lineaires par rapport a 
S, T]y ^, dont les coefficienls sont des fonctions irrationnelles de a, ß, y et 
des coefficients de 17 et F (en effet toule fonction homogene de ß^—y^j 
yS — (x^, (tri — ß^ ^st douee de cette propriete, qui subsiste encore en chan- 
geant entre eux ^, rj, ^ et a, ß, y"). Cbaque facteur lineaire, egale a zero, 
appartient ä une des lignes en question. Voila pourquol 0=0 est consideree 
comme equation du Systeme des lignes« 

Seit maintenant propose le probleme: 
^Trouver requation du Systeme des tangentes tir6es d*un point fixe a une 
courbe donnee/' 

II y a ici a ^liminer x, y, z entre les equations 
/J7 = 0, 

[x(J^-yri) + y(yS-a^)i-ziari-ßS) = 0. 
Le resultant complet est une fonction homogene de Tordre n(it— 1) par rapport 
ä ß^ — yrij yS—(xC ©t «^ — ßS [^ represenle ici Tordre de la fonction IT], 
de Tordre n par rapport a a, ß, y, et de Tordre 2n— 1 par rapport aux 
coefficienls de U. Mais il existe dans ce cas un facteur special Vi, qui est ce 
que devient ü en ecrivant a, ß, y k la place de x^ y, z. En le meltant de 
cAt^, le resultant rMuit 4> est fonction de Pordre n(it— 1) par rapport & 
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ß'Q—pi, y§ — cL^ et arj — ßS et de Pordre 2(« — 1) par rapport aux coeffi- 
cients de U, et reqaation = correspond au Systeme de tangentes. 

En mettant sg, y, z k la place de ß^—jnj, yS—o!C, arj — ßS, * de- 
vient une foncüon de Pordre n(ß — 1) par rapport a x, y, Zp et de Pordre 
2(11 — 1), comme eile Petalt ci-dessus par rapport aux coefficients de U. Nous 
designerons cette nouvelle valeur de ^ par FI7; c'est-a-dire nous represente- 
rons par FC7 le rösultant reduit des equalions 

17=0, 

dU . ^ dU . dU ^ , 

^'d^+^dp+r-d^-^ '' 

^+ry+«^z = 0, 

FU elanl une foncüon des ordres »(»—!) el 2(n— 1) par rapport ä x, y, z 

et aux coefficients de U. On sait qne Pequation FU=0 est celte de la polaire 

reciproque de la courbe, par rapport ä la conique auxiliaire ar^-|-y^-|-Ä^ = 0. 

Or les equations (2.) peuvent dtre ecrites aussi sous la forme 

U =0, 

. dV . r, dU . dU ^ 

4. h'd^+^'dF+^'d£=^^^ 

. du, dUj ^ du ^ 

Ici le resultant complet est de Pordre n(n— 1) par rapport ä <a, ß, y, oa i 
^i Vß ^ C^^^ ^^ resultant complet doit dlre comme ci-dessus fonction de ce 
m6me ordre de ßl^—yt], y^—a^ et arj-^ßS^ et de Pordre (n— l)(3n— 1) 
par rapport aux coefficients de U. Le facteur special dans ce cas est donc 
une fonction de Pordre 3{n—lf des coefficients de U, et il est faeile de trouver 
sa forme; car on satisferait aux equations (4.) en posant 

^=0 ^=0 ^==0. 

dx ^ dy ' dz 

Le resuftant de ces equations, que nous designerons toujours par K. U, 
doit donc se presenter cemme facteur special du resultant complet du Systeme. 
Mais K.U etant une fonction des coefficients de Pordre 3(n— 1)^, eile est 
precisement le facteur special dont il s'agit. (II est clair que Pequdtion K. ü=^0 
serait la condilion necessaire, pour que la courbe püt avoir un point multiple.) 

Reprmons le premier Systeme. On satisfait a la derniere ^quation en ecrivant 
6. ar = a/-[-^m, y = /3/-|-?/iii et z = /l'\'^m. 
Soient [17], [V] ce que deviennent ,17, F par cette j^a^stitation. En elimi- 
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nant /, m entre les deux ^ations 

[17] = 0, [F] = 0, 
OB obtiendra le möme r^snltant qae €i«-de80a8. En effet, le residtant de 
009 deuz equations est des ordres n et m par rapport aux coeffioienfs de U 
et V, et de Tordre 2mn par rapport ä a^ ßj y, S^ v ^^ i* ^^^^ ^ '^t 4^'^ 
soit ögal a 0, a an faeteur num^rique pres. On a doao le theoreme saivaiit: 

Theoreme 1. L'equation da Systeme des droites menees par ua poinf 
donne {oL,ß,y) aux points d'interseclion des deux coarbes 17=0, F=0, se 
troave en eliminant les nouvelles variables l, m entre les deox eqaations [U] '= 
et [F] = 0, oü [U], [V] sont ce que deviennent U et V par les sabsllta^ 
tions ar=:a/-f ?»», y = ßl-\-rim et ar = y/-f ^m. 

En operant egalement sur le second Systeme d'eqaations, on obtient 
direclement le resollant rSduit, sans qae Poperation fAt embarrassee par aacan 
facteor special. En effet, on peut remplacer le Systeme par 
dU \ ^ du . du ^ 

et en fesattt les sabstitnttons (6.) dans la demi^re eqnation, les deax aalres 
equations se changent en 

oä [ü] est ce qae devient 17 par cette sabstitation. Le resaltant de ces eqaations 
«st de r<irdre 2n(n— 1) par rapport ä a, ß, y, Sy v et Z (c'est-&-dire a ane 
fonction de ß^—yrj, yS—ct^ et ari—ßS, de Tordre n(n— 1)), et de Tordre 
2(n— 1) par rapport äax coefficienls de U; donc il n'y a plas de factear spedal. 
Delä sait: ' 

Theoreme IL L'equalion da Systeme de tangentes menees da point 
dono6 (a, ß, y) i la eoarbeJ7 <>= 0, se troave en eliminant l, m entre leik 

eqaations -LJ = 0, -LJ = 0, [17] etänl ce qae devient V par les snbstitatiools 

x=^al'\'^my y = ßl-^ijm et z^=yl^^. En representant Tegaation par 
0=0, * est une fonction de ß^—yri, yS—ct^ et atj—ßS, et en rempla^ant 
ces. fovM^tions par z, y, z, on obüent reqaation de la polaire redproqae (par 
rflfipart ji >r^4^>^-{-*^=:0) de la coiurbe donnee.t 

CreUe't Journal l d. M. Bd. XXXIV. Heft 1. 5 
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Ce beaa theoreme est du a M. JoaehimHkal, qik me rA.<eoBimtlDk|iie 
Tete pass^ pendant mon sejours ä Berlin , avec d^onstration. 

On dedait ddla, cbmme cas tris-^particulierv ane forme dn rteritaot' des 
dein^ eqdailons Äc^-f 3*a?y+c/ = et iiV-|-2y^y-[^e'y^«aOi cil*e'd»M 
hiieii ttii^tndre rar &s hyp^determinants (tome 30 de ce Journal). En effet, 
Boft s^ =±t«, ;ry *= — -y, y^ =i X et • U= xz — y* , oll anra ^videmment €?fi=Ä<)^ 

dU . ^ dU . dU n ^ ^ äU . ^ dU . . dU ^ - , 

^'If + ^'W'^'^^'^^^ '* a'._-|.y._+c'.^ = 0,doncencher. 

/(^hant le resnltant de ces egualions de.Ia maniere indiqnee dans le theoreme, on 
obUeiU la formole en qaesiion ^ac — b^)(a'c^ — b'^) — {a0/r\^a'c—2bb'f = O. 
Cependant la veritable generalisation de cette formiile, a ce que je crois', reste 
encore ä trouver. 

H suit des principes developpes dans le memoire eile, que le resoltant 
des deux equations L=0, iff=0 (oü L^Msont des fonctions homogenes des 
deux variables Iftn) peut loujoars dtre presente 90us la forme 0=VLL'.. MM..^ 
oü V est une composition d'expressions symboliqaes-, telles que (12)'' (13/. . . , dans 
lesquelles (12) = dj^ d„,^ — d„^ \ etc. Par exeinple pour X =4 a/^ -jr 2blm -f- rm% 
if=aT + 2*7/ii-f cW, ona 0=((13)*.(34)*~(13)^(54)^).LL.ilfM(c'est- 
ä-dire, comme ci-dessus, 0f=4(ac— i')(öV— 4'^)— (oc'-f ^V — 2667). En 
appliquant cette theorie a r^liminalion des inconnues entre lejs iquattons [17] ^0, 
[F] = 0, on obtient » . . 

ö, = aö,+/9e, + yöa et ö. = ?Ö.+^öy+?ö,, 
et en fesant 

ßt^r^ — ^ y|-^9^=5=y, «ij— /9|»»» et 

\ a*.— ö,. 5,. ^ (i2y, ö,. ö, - ö,, ö,. -= (i2y\ a^, a^ ~ ö., e^, ^ («n 

et^cela domie 

. (12) =^ x(12y+y(12r +.1^(12)"': 

eqnations qui peuvent 6tre presentees sous la forme abregee 

. . (112):;= (Fm:. 

Op pbti^nt le resoltant cberch^ en fesaot: cette subalitution dans tons ies aym^ 
boles que contlent V, et en introduisant U^ V au liol de [27], [Fl. 

Les mömes remarques peuvent ölre appliquees au cas d'une Elimination 

entre. Ies deux equations -^^= 0, ^— ^=0, car le resuHant sera expripie ici 

ioiy la mdme forme 0^: VjL£/i«', , Oherohons par exen^Ie Peqoatfoa de la 
polaire reciproque d'une courbe du Möond ordre. En ebserrapt que le ^ri^ 
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snitant des equalions -^^ = 0^ 7" ^^ ^ (ou JL est une fonclion da second idegri) 

8«r»;.jB:(prUae soos la forme 6 =^{i2y'LL, oa obtient immediatemeAt poor 
la r^ciproque de la courbe du second ordre D:==0^ requaüon 

iapffUe ae redoit en effet ä \a forme conaue. 

PasMüsaa cas d'ane courbe Axk traisi^me ordre. ComoM pour na« 
fohction de deux variables, le resullanl' des AquaÜons -^r^rO, ^- = aura 

la forme = (12)'.(34)'. (13)- (42) I/Ii/LL, oo a pour la polaire de r=Ö: 

-2FU = (P12)^(P34)^(P13}.^P42).^J7l7^ = .0, 

et U serait facile de caiculer par la le coefficient d'une poissance oa d^aa pro«- 

duit quelconque des variables. Par exemple le coefficient de a^ se )*6duili ä 

(12)''"-(84)^'".(13)^j".<42y". UÜÜÜ, ou, tonte r6duction faite, et en sqppöfiaal 

6l7=Äar^ +4>^+i»^4.3i/^4^3>^a?+3Aa:^y 

a: 2(ßbciii — APc—i!ib'\-3Pii — b^c^)^ L'eqaation completement developpöo^ 
qae j'ai donnee pour cette polaire dana le Cambridge et Dublin tfatbematical 
Journal 1. 1. p. 97) et que j'ai obtenne par une elimination directe, po^rra 
ainsi dtre verifiee. 

Nous allons passer maintenant ä la theorie des painU d*infiexkm et 
d^ tanßjetUes doubhs de la courbe £7==Ö. Ces singnlarites penvent 6tre traiteea 
par nne analyse semblable, en remarquant que parmi les n(n— 1) tangentea^ 
menees ä la courbe d'un point P situ6 sur la courbe, la langente en ce poinf 
se presente generalement deux fois,^ t^ois fois, si le polnt^P est nn point 
d'inflexion, ou an point de contact d'une tangente double.. 

Designons comme ci-dessus par (IT) ce qne devient ü en ecrivaii| 
lX'{'mSj ly'{'fn7] et lZ'\-m^ jr la place de x, y et z. En meltant 

et en iliminant l,m entre JgJ==pV j^r^^,^ on obtient im r^sultant 0= j[^ 

Ott 8 est une fondtion de U, dU, S^Up . . « d^U, et qui «, cömme le>remarqw 
tf. JoaekinutM, la proprietö doot il s'agit. En icrivant Uss 0, eoiH» 
ÜMt le (Steteur {dUf, et en meltant de eöte ce facteur «t ecrivant düT^crOi^ 
6 contient le factenr (d^£//; et ainsi de anite. Nous avona. aoppäi« qne ie 

5* 
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point P, Buqael appartiennent les coordonnies x, y el z, est un poiat de la 
courbe; de maniere, que Ton a actaellement 17=0. En fesant donc cette 
dnpposKioii et en eliminant le factear (dUf^ r^quation 0=^0 prend la fonne 
XdU'\'Y{d^Uf^O (puisqu'en mettanl dU=0, r6qnatioÄ eontiendfa C 
ganche le factenr {ff^Uf). Dans le cas oü P est nn point d'inflexioa, om 
un point de contact d'une tangente donble, cette öqnation contlendra du tMoiM 
fcctenr: donc il laut fie F(d'I7)^ contienne ce faeteur, c*e£lt^a*-dir#! idu d^U, 
ou Yj contiendra le factear dU. Dans le premier cas il s'agit d'an point 
d^inflexion, dans le second cas d'un point de contact d'une tangente double. 

ConsidSrons d^aborJ tes points d'inflexion. Comme d^fj contient dl7 
comme facteur, il faut que cette fbnclion devienne z^ro pour tontes les valeurs 
de'l^ 97^ ^ quf fönt ^vanouir BU. Dösignons pär L, M, N les coeffidents 
dillR^irentiels du premier ordre de U^ de maniere que dÜ=sL§'\'MTi-\'N^. 
detle quantitö s^evanouil Identiquement en fesant ?=/9ZV— /iV, ij^yL—aNf 
^it='&M—ßL: donc il faut que d^U s'^vanouisse par la Substitution de ces 
valeurs^ qoeDes que soient les quantites a, ß, y. En designant par D ce que 
dtETV^t le Symbole D par cette Substitution, c'est-a-d!re en fesant 

lal dsndition d'un point dMnflesdon se r^duit tont simpleibent a 

iyu=o: 

Ration dans laqueDe les symboles d^, dy^ d« nö doivent pas confenir L,M^N. 
Ifims reviendrons sur cette öquation dans une note; pour le moment n sufllt 
de remarquer, qu*en vertu de relaKons qui existent entre L, M, iV et liftlsi 
djittvees a, b, e, f, ff, k au secönd ordre, on a identiquement 

(n— l)^2l^r = n(n— 1).!F.Ü— (aa?+/9y-f y«r)*(Vir), ' 
oü W est une fonction de a, ß, y el des deriv^es a, h, c, f, ff, K, dont lä 
forme sera donnöe dans lä suite, et 
'- ^ü =:^ abe-af-hf-ch^^2fyh. 

Donc ä cause de 17= 0, la seule condition pour determiner les points dlüflexion 
est röquation 

V17 = 0, 
qüi est de i^ordre 3(li— 2) pär rapport aux variables, et de Tordre 3 par 
n^port aus ooefficieats de 17. Gela est dejä connu par'^lea rechepelies de 
IL H$8se. J'ai domo ici cette äquation pour faire roir la Kaison qoi existe 
entre oette qoestion et eette de trouver les tangentes doubles, ä iaqmUe je vais 
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On obtient T^^lion^, qid d^temine le0 pdnti de oonlact de cas tan* 
gebtes^ en fesank lea mteies tobsUtotioas f s=^iV— ^^Af etc. dans Ja. fonotiei Fp 
et en dgalmt a lero lea ooeffcimts 4es diffiarentes poiaiances o« prodi^ts de 
^' ß> f-' 'fteMirqaaiis quecette ftM^lion Y B!obtient par wm fooctioii. de 
l'erdre'«^!» par raj^ort i lOr^, y, z, um a |, 17, C/ 6t de Tordre 2(ii~l) par 
rapport aax coefficients, en eliminant les focleurs (ßüf et (d^üf^ qoi en- 
semUe montent am degrd 4ii-*^6 par rappert a r^ y., z^ k 6 par rapport ä 
^f V^ ?^ et a 4 par rapport anx coeffieients. Dönc Featides degres n^— it— 6, 
n* — 5» — 6 et 2n — 6 par rapport a x, y, z, S, r], ? et anx coeffieients 
de ü respecliyement. En snbstitnant donc ^^ rj, ^, cette fonction deyient des 
ordite ••*•— n-^6 pSt rapport a iz, ß,y, i i*'-^2iPi^— lOn-f 12 par rapport 
«f ^. r^* [sayoir (it«~ Sil 4^6^ 4-(if^l)(n*— #1—6)], et dePordre n^+ii— « 
par rapport atrx eoefBoieiita f s^okr '(2n — 6) -f* (»t^ — n — 6)]. Mais on sait 
qne les'coaditions de l'^TCuHmissement de F doivtent se rMnire k nne sdufo 
^allon; et cela nepent arrlVer qid^ de \ä niöme maniere dont la r^dnction 
analogitö a>rä Ben pom^les points d'inftßxion. En öcrivant denc f F] a la place 
de ce qae deviettf ¥ Bftifs h suUftitntion^ il fent qne rbir alt ideatlqniBmeiil^ 

JV Mant fonelioi^ 46 o> ß^ y An degrd 1^— m— JB. Ilparait de plns prebiiMe 
qM eette^ foli^on iitira la 'Höniö foilMr qiie celie pour les points d*ftafleidon, 
MYoir N'^X&x-\^ßf^^)^^^ itrU, ootnoie oi-dessns VIT, est eemi 
»primer iion*^pas xok produit, mais une deriyee de U: de mdme plus bas 
W e« QU.y CAn-mxi\^'ilU sera du degr6 (11 — 2)(ii^ — 9) par rapport a 
X, y t\ z [c'est-ä-dhre n^ — 2»' — lOii-f 12 — (n^ — n — 6)], et dn dcgre 
fi^-f 11—12 pak* rappto aux coeffieients. Oh a donc !e tböorime stil¥titit: 

TUoreme. On trouve les points de cbntact des tüngentes dottMes, 
en combinant avec P^qtiation de la courbe ilne 6qnaUon tlU = de fof'^re 
(II — 2)(n^ — 9) par rapport aox TariaMes, et de Toräre lil'^-n— 12 pat* rtip- 
port aor coeffieients; c*est-i-Miire: puisquUl' correspond deux points de contact 
a nne tangente double, le nombre de ett^-tkngentes est egal i j^ii(ii— 2)(fi'-^9): 
tbeoreme d^montre indirecl^ent par M. Plücker. 

Cherdibns mahitenairt les i^quatfön? dn Bystime des tangentes anx points 
d'uiflexian et da: aygiiiMf^^ tAnj^entpa ^A>Qble8» 

Ponr tromyer la preaiiiepe :<> q <i lio nr, 11 ^finit (Mfmfaiar x, y> z enlre lau 
tfoia ^atibna ' l 'A -'ilutn.; 'iii'^'j ■ ♦ . 
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Le resuitant feomplet sere :ds;de^re dfi>(fl^2) par.i'apport ä x, y ei z, et 
de r^dre 9n^~l&il+6 ;[saTöir 3(n-^2)(ii^i)rf8ii(it*^i)4-8«(ii^-^»)3 
pärtiipport aox coef&oieiitsviMiB fl exfete id ii^ factedr apicial (t£17)% et et 
facl€fiir 6tant düiunevoiiiobtietrt uä reraltwtredinb &£/;«= Qy^aiegri^ 3ji(9ct-2) 
per rbppori^' mix variables ^ • et . dii m&ne . degre 3ffi (n ^ A) * par rappoi* ' «oat 
coefficients. 'V - ;- =•>•;! ' - • .; ■ » :.! . '■•'.•rv. /hü -rtiiitii 

' *; De möHie- on aura reqöatiMi da Systeme des fa^g^tes dovUea^ eii^äi^ 
minant x, y et ^ ealre leii troJ« e^liind .♦: ii '^^ ' ; • s : » ..- ;. . - 

iie ce^ul^iit comptetieatkidü ißffe n(fi--.fJ)(n^-rr,Ä)i pw wppert ä^K^.jiirf^i 
el du degre 3ii*-tT5^!^i29if^-f^7fi-=^8 fwvftlR (iir-IMll--i2)C*'-7T.9) 
4n(ii»-^2>(n'— ö)-j-»(n-^l)(n^n:^43J} pjwr'rappoF^iMX cq^ffio^- Jl«te 
iJf «xist^;: de mdiufe dana cepas^ lui^ fMeuf 8piei(i^v(^ir>';!r7rT^ 
a(pi^4y.(n^^ 11^6) === 3n*^ 9nV «fflH33l»^^aj,.el eQ.rf»iiQiQiiMt ,le 
^Mmtt redpit .^era du 4wr^'4w(ii;^;^(i|rTi3) 'PVJr^^ppoft.ßw 
IftaiailAjtecQiei de iH^ttP^^sMoa ^ g^MPt^^^a ^ipdem^enl W';iQ«irr«/ onaim 
donc pour requation du systii^me des liogeiites idfi^Ies, la relation P27=0, 
«ll)^|^.esl,Miie!fqpp^^«^iflu.i)egre ii»(»>nJ?D(»f)-^9;'cpar rm{)9i;tii^a^.vwJiiblee, 

IdNWßri^ tabieaVt.siui^aBt d^pi ;4^ree; ^s diferent^.eqiyHjions Qbte0il«ß: ; yi.. 



n|;flu#ioi^^de :la,cowl).e (7=0;.:v»n^ . -.tH: ^ aÄ> /.-k^o ! . 1» v 

...-,l^^iJatfeTeciproaue,.FI7==P-, ^-u- ^ ...f..- >;. 07.hff)(»^rr^l), 
.,.ift9frbe des üi^ons: VJ7=fl, ,.. ,,:,l. ^[...j^ ißl^iOSy?^) ; • / 
,|Qottr|)es des contactfi rd^^ taQgenle&/49.u¥9S rs j^ .qni 

ttSysl^mes des langeptes aux pftji^g[j4lipfli9xipii,.i.!j,,o, 

La polaire de la polair^ldiofreqtte^JnFilXj^Piiit^ideniiBeat du/ dbgri^ 
<«'-rii[K»V;»-Tl) iMie rUpponiattc .wläa^^»,Me^»hl^degl♦e^^^^ 
par rapport aux coefBcients. Cette polaire de la polaire contiendii»|);«öoiniiit 
on le sail pai^.la tböor^ß giädto^iMiiDd: jdj^yelopoee.^p Ptßcim, les facteors 



p.<i .ß(«--rl)' 
,voÄ(|l-l) 
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Uf (Püf et {QUf\ il faut y ajoater encore le facteur constant£J7^ et.i'on 
aura definitiveiaent Teguiitioii 

FFU = iKUXPU)\QUy^U, 
dans laquelle il sera facile ä verifier ^e les deux cöles sont des mdmes degres 
par rapport aux variables et aiix constantes. £n effet on a 
4(11 — l)(n^-ii — 1) = 3(11-1)^ -}.4n(:» — 2^(11 — 3)+9w(ii-2)4-l et 
n(ii — l)(ii' — n — 1) = n(n— 2)(ir'— 9)-f 9iiCn — 2)-f9. 

Mon bat a i\e id d^ donner une idee jireciso des theoremes a demoulrer, 
pour former une theorie tqate aialyüque des polaires rteiproques; je n'ai fait 
qu'avancer ces theoremes (saas chercher a les demontrer), pour faire voir leur 
liaison avec la theorie de relimioaUon ^t^avec celle des hyperdeterminants; 
c'est a cette derniere en parliculier qu^il fai^t, je crois, recourir pour demontrer 
laformule donnee ci-dessus [¥]==: Ji» U-fiox-^- ßy'\'yzy^'*'^{IlU\ et pour 
trouver dAfinititemöiit la forme- de la AMfieüü, au moyen.de la^oelle oa 
ddterbhtera h» polidB de eonfactt ieb tangentes donbles. Je «erais biea ähh 
qae ees rddierebes* pBissent de qndiqni^ raaniere facilitdr la Solution du Pro- 
bleme des rec|p9G|qu9l| j^es ^urfaoes,: o^'et, qai e|9t reata \§npßfe dans une 
complete obscur^te. .. , . 

"^"Note sur les poitUs ä'mflexibh. 

i<i Tats d'abord rassembler plnsieurs fofimiles qui'^se rapportenl ad 
syM&mö des coeffieients dans le d^veloppement de B^V. On a 

> v.. ' D*r=: aa*+b/3* + cy^-l-2f/?y--}-2gyö + 2hc/9, ■ 

ou , . * . . ,. .^ 

: ; a = jif^c-2iifJ\5r-|.iv^Ä, 

" ^''V ■";. b=== iV^a— 2M.^+L^c, '■ ■■ 
• c = Uh -2LMA-{-JUl% 

h = ^MNif-^^NLf-LMc-N^fi. ' ' ' 

Npps eorirons de.plus, pour id^reger, , i 

bc^r«(a), elc. 

etc. . ■ '■ '■ • -V • * ' V." ■ 
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et enfin . • • :-'i -l •.) .;• / ■■■;■ i : ' - • 

* = IlL'+pilP-f «2V* + 2/i»fiV-f-2<pJVL-f 30«*^. ■■■ ■■ 

On Orient identiqaement ' 

X^a + iHh^ATg =^„0, .... 
Lh^JUbri-M =P, . 

ft-MNf — iNA-tp {L,f-m, 
4iV»i.illö+*(A'>-irI»VHfe(-M^<?lfÄ?'*):TT«br'2JVV^.F=.(^^ 

2VL'' =— a'a+(«*-2Ä*)b-l-(c«-2/)c!-|-2(a/'-2yA)f-2<y.g-24Wl.h, ' 
2Vilf * = +(«i6-2ü»)a- *»b -}-(*c-2/*) c— 2*/-. f-f 2(*y-2Ä/^)g-2*Ah , 
2VJV* = -f (ca-2/)a+6c-2/')b-c*c— 2c/'.f-2cyg+ 2(cA-2/Sy)h ; 

2Vil!fZV = + (a/— 2yA) a — */* — </c — 2*cf — 2cAg — 2»^h , 
2ViVL = — a?a-|-(/y^2A/*)k— cjrc— 2cÄf— 2cÄg — 2«/Ti, 
2VLilf = — oAa - *Ab -f (cA — 2/» c — 26yf — 2a/& — 2a4h. 

Dans totttes ces equations, si Lx-\-My-\-Ns i\aU facteer de a:^ ^&y^ -^-'oi^ 
-\-2fy*-\-2ifZx-\-2Axy, bn aörait ^videmraent a4=0, b=0^ c=0, fta=0, 
g=0, h=0, et de lä V = 0, 0, ce qui doimemit da» formales ploe simples, 
et auxquelles on pourrait encore donner plasieurs autrds formes. Pa^ exotople 
on tire d'un de ces syslemes, — l-^ifiV/ = Jfy — iVA-i-0 etc,<oä^ = 
{Mjf — NA)(]Sh — Lf){Lf—Mjf), et dela les expressions 
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. 4 ^ ^. ^ ^^ . ' 

auxquelles on pourrait ajouter eacore pkigieiirs syslemes analogues, ce qui se 
ferait sans la moindre difficalte. . 

Jusqu'ld L, M, JN, a, b, €, f, ff, A oat He des quaatites quelcon- 
ques. £n supposant q«'eUeil soiMt les dirivöes da prefliier et du second ordre 
d'une fonclion (7^ on a . 

(n—l)L = aX'\'Ay'\-ffz, 
(ilr-l)ilf = ka>+hy]-ß, 
{n—i)N = ffx-\-fy'\-€z, . 

»•(»—1)17 5= aa^'\-bf^€z''\'2fyz+2ffxzi-2Axy, 
et la aubslitation de ces valews donne la farmDle du texte : 

(»-1)MI*I7 ^'.n*(H^iy^iV-r-i€UV^ßy^yzy{VÜ), 
(Vü) elanl ici = V, et iP etant donnee par requation 

Celft ipent «tre viri&e facaentent par la subatttatioii actoelle. Maia boob 
alloM le demoBtrer par la throne des hyperdetemiiiianta. En eiEet, soit (133) 
\% detertniiitfit 9yiiib(rfiqtte forme avc© ß^c^ 1 öy, ^ <9,, : ö^r, » öy, 1 ö^ : ö», ^ öy,, fi^^, 
(-433) le diterminant syaibolique iam^MWc a,ß,^: d^^ , öy. ^ (9^ ; ö^, , dy^ , ö,^ , 
M ainsi de auite; puis soient STi, T2 » •* le« fonctions ^d;r,-f ySy^^^^d^ , 
^^^ .|.yj9y .|-«ö^ etc. et (>n=cwr-f /Sx+y*» ^n aora idwtiqnenient: 

/ ,1.(133) = -Ti-(il33)-T».(J31)~T,(i412), 

et en elevant au carre les deux m#inbres de eatte ^quatioa^ aJMtant le tetoar 
UiUiU^y et reduisaat les yariahles apres avoir differeatii soiyaat w, y, z, 
puis en tenant comptc des equations 

{i23fU,U2U,'^ %VÜ, 
Tl^A{2Zf ÜiV^U^ = 2ji(ii— 1)I7- ^ et 
T,T^A{23)J(3i)Ü,U2U, ^ ^{n^tfjyv, 
oü ,obtieodra le röaoltat dpiit tt j'agit. .. 

. Jli.aera/ausM.facile de dMutredaiOette formnle qudques pro|prlftea de 
la cfoarbe Vl7s>0, dans Jes o«» d'oBi p«int dMbl^ Ott d!ali poial de t^ 
iKiMiaaeuient de la conrbe $J ^0. \^ib»iM^i»onr optpf^lfil^ubl*^ leg derlTeos 
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L, M, Nde ü, et par smieD^Ü, et ses derivees du premier ordre, s'evanouissenl. 
De plus, pour un point de rebroussement on a !P=0. Donc, pour un point 
double on a VC/^ = 0, oü la coorbe exprimee par eette equalion passe par 
chaque point double (y compris les points de rebroussement) de la courbe 
17=0. Prenons la derivee de Pequation en question, en affectant du Symbole 
d = '§dx-\-ri8y'\-^d:, ses deux membres. Supprimant les termes, qui se re- 
duisent a zero anx points doubles, cela donne 

= {aX'\'ßy'\-yzf^BVUf 
c'esl-a-Hlire qn^il y anra aussi a chacon de ces points un point dovbie de la 
coBfbe VI7 = 0* Passant anx derivees du second ordre, on anra 

Or ici 

d^iyU = a''d'a-\'ß'd^h+f'8^o-^2ßyd^f+2ya8'g-\'2aßd'h 
et d^a etc. se reduisent ä 

2(öÄ'-c— aaüf-öAjr+öiv^*) etc., 

savoir en roettant fl?+^«?+^?> ^+^+ft, ^^+/'^+«? a 1« pitce de dL, 
dM, dN, et en ayant egard a la condition V{7=0, a 2d']7*^, etc., on anra 
d^Du=2d^U'V ou enfin 

^'eat-a«-dire: les deux conrbes {/^=^0, VI7=0, ae toucheront 4&n9 les points 

donblea. Enfin poir un point de rebroussement B^VU s'övanonit, e^est-ä*4ire, 

il existe un point triple dans la coorbe VI7 = 0. Mais il peut dtre dihnontr^ 

que deux branches de la coorbe se toocbent en ee point, et qu'^es toochent 

anasi la courbe U=0*^ c*est-a-dire qu'il y aora dans la conrbe ^U=sO 

un point de rebronasemmt, et one antre brauche de la courbe qni passe par 

ce point. Pour cela il faudra passer anx derivees do troisieme ordre. Cela 

domie, en supprimant les termes qni s^evanouissmt: 

(II— If .y.iyiZ =: Snin^i)dW'ef'Ü—iaX'\-ßy^yzf^^VU. 

Ici on a 

d'D'U= a»a»a+'etc., 

Ö^a = %{dM}*d€—2dMdNdf^dN^.db) 

^6iajU&'Mc—(dMd^N+dN&'M)f-\^dN'd^m) etc., 
et les deux lignes de cette expression sc reduisent i 6S^Ü'dgi et i sero 
nspecttTement. En effet, en rempla^ant dM, dN par leors valenrs, le coef- 
Ment de ^ dam la premiire tigne devient 6(A*^ — 2^Ad/'-[-^d*} = 
a»a(»:de+€d*— SjrdjT) (et ä Cime 4e^ |l »=t 0, C=ä4), /«=*0) «««a^l; 
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et egaleoient pour les autres termes. De mdme, le coeflicient de §^ dans la 
seconde ligne devient G(kdk*e—(fidk'\'kdß)f-\-gdg^b). En y ^joatant 
3(A'dc— 2^d/4./d»), saToir 3«d^, la sommeae reimt äSd{ch^—2fyh'\-bf) 
= 3d(a^ — V) = 3iid^; dono le coefficient en question s'evanouit Ea cher- 
chant de la mdme maniere las autres coefficients, on trouvera les valeurs dont 
il s'agit, et ainsi d'B = 6dW.d^ etc. et delä d'IPÜ = 6d^UdV; donc enfin 

3(H-lXH—2)'d^UdW = —(^ax-\'ßy-\'yzf'3'VU; 
ce qui ioffit poar demontrer le theoreme, qai peut ötre enonce comme suil: 

TMorefM. ^11 existe un point double de la coorbe VI7= 0, pour 
chaque point double de la courbe 17=0, et les deux courbes ont des tan- 
gentes communes dans ces points. De plus, il existe un point triple de la 
courbe Vt/'=0, pour cbaque point de rebroussement de la courbe 17 = 0, 
savoir an point de rebroussement dont les deux branches toucheät la tangente 
de la courbe 17 = 0, et encore une troisieme brauche, qui passe parle point 
de rebroussement/' 

II suit de lä qne dans le cas d'un point double, ce point doit 6tre con- 
sid^re comme la r^union de six points d'intersection , et dans celui d*an point 
de rebroussement, de huit points dinterseclion. C'est de cette maniere que 
Von se rend compte du th^oreme de M. Plücker qm dit que Teffet de ces 
detfx singularites est, de faire disparaltre respectivement six ou huit points d'in- 
ffeidon de la courbe donn^e. 

Examindtts, en finissant, la theorie des points dosculation. II est facQe 
de voir que la condition d'un tel point (savoir d'un point dans lequel la tan- 
gente coiq^ la courbe en quatre points cons^cutifs) consiste en ce que d^U 
contient BU comme facteur, ou, autrement dit, que reqnalion jE^f7^=0 est 
iSemii^jU^ment vraie. On obtient ainsi üx conditiens, qoi^ae reduisent assez 
facHem^nt ^ mt; mais poir les röduire ä U910 9§ule eoüdition, il ftut prette 
ladeüvee, aVec le Symbole D de la, valeur donnee d-dessuade D^U. ikk 
4vH Cendant ne pas oublier qaeD^I^U, outre le terme 11^17^ coalieiit auaai 
dea teniiea que Ton obtient en fesant^operer les syn^les d„^ d^, d^.Bnr ks 
qoanlit^B L, M^ N qui entrent dans Df^U. Car il esE eonvenu que les sym^ 
boles d^, öy, d, dans D^O, ne doiyent pas affecter- les leüree-L^ M, N. 
Cependant il est remanpiable »que dans le cas actuel, ces termes se delruisent 
entierement. Ea effel, en les designant par S2, on obtient 
fi r= 2D.lMr-NßKMd^^hdj^^fid^)i^(]Sa-LßKädM.'¥bd^^^ 

6» 
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ou jl feut d'abonl effeoluer les Operations S^^ Bj^f^ Sy qai se rapportent ä D, 
et onasite rapporter las &,'> ^y« ^z ä la fonction U. Cela donne 

+ ya [-M{fd,^ hd,- 2^,) -}- Ar(*a,_Aa,) + L (*a,-/^ö^)] 

+ aß[- Niffd^+fd,- 2*a,) + Z. (cd^-fd:) + JW (ca^-^dj] 
ofi a^, a^, a. se rapportent seulemenl a ü. Or tous les lermes de cette ex- 
pression s^eoanauissent. Par exemple le coefficient de c? devient 

et ainsi des autres termes; donc oa a i2 = 0. 

Donc, en transportant ä Tautre cöle de requation les termes qui con- 
timnent I7> DU oa VCT, on oblient cette formule tres simple: 

(n^lfiyU^—^axi-ßy^rzfDVÜ, 
ou la eeule condition d'on point d'osculalioa (en ayant egard ä l'equation V 17=0) 
s«t.reduit a DVU=-0. Savi^ir les derivees B^VU^ d^VU, d,VU doivent 
ötre proportionnelles a d^^U, dylf, BJJ (ce qui equivaut ä une seule coadi» 
t|pn, ea vertu de 17=^=0, V(7==:0; comme on le voit facilemeat). Cela 
donne le tbeoreme suivant. 

Theorems. „Dana le cas d'un point d'osculation ^ les deux courbes 
ir=e»0, V£r=0 se touolient." 

li ii*y a preaque pas de doote quo la deriv^e WU ne se rdduiae 
im^omrs a la fonne B^Ü-^-S-VU. Ed effet, M. Hesse Ta demoflftre ponr les 
fianctions de trois variables et da troisieme degfre^ et moi, je Pai v^ifid poar 
lee loneäona de deox variables, d'un degrö quelconqae. Cela ötant^ les points 
d^kiflexion de la coarbe VU «= sont sitais aux points dMnterseotion avec 
I7rss 0) et au oaa oa les deux coorbes se touchent, ce point de contact doli 
dtre oonsiderd comme la reanion de trois points d*intersection : donc 

^Toat point toscmkUion peat dtre envisagö comme point de reanion 
de trois points d'infUxhnJ'^ 

Neos dimontrerons encore d^one maniere conforme i celle dont nons 
avons tronve Texpresrion de D^U, Pexpresslen qai vient d'dtre donnee poar D^ü 
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de la formule 

£|t mulHpliant les 4ßnx, membires: par {Ai^)'{TC4Jii)-\'{A^i)^leißme i 
gauche peul ölre presente sous laTorine (i^-(iiM)-(123)\ oä 9^ , 9^ , 9.^ se 
rapportent e tous les systemes de variables. En y appliquant le'prodait Ui l\ U^ U^ 
(les variables identiques apres les differenlialions), on obtiendra 6(>'(^Ö4) U^*VU 
= — 6*DVÜ*(if^. Pour la dr^Hd de reqii«tioii on a d'abord trois termes comt/^ 
Ti'(AH)(A22f'UiUtUiU^^' leaquels se d^truisenV^videminent, a caase de 
(^14). U,Ü^^O\ puis m termes deJa forme (AU){42S)i4^i)UiU2U^U,, 
qai se detruisent aiissi, paisqu^eoi ^Dgeaiit 1,3 et 2^4, le terme cbange de 
signe; puis trois termeacomiiie Tl'i(A24i)'\'(Ad^))i4W-UxU^lhUi Mc 
savoir ^^^l((J24)+(i434))(J38)^£^,|7,t^. =— 3.ii(«i~l)I7.J»?F; c^esl^ 
a-dire lous ces termes sont 6|i(ii— 1)C^-jD!F; enfia trois termes de la forme 
2T, Ta(^28)(J[3I)(Ä34) U^ Ü^UiU^^2{n^\fD'U, ou, toas pris easemble, 
6(n—i)^iyü. Donc, en supprimanl le lerme ~6ii(»-^l)tr-/l!F/ a e«use de 
|7=:prO, oit obtient la möme öqaatiba qae ci-*dessu3v savoir; 

On pourrait oroire quHl y a vne eqaalion analogae (n—ifD^fJ = 
'^{cug^ßy-{'y%yiyVU pour las derrivees da guatriem0 degrey fiiais ceh 
n'est pas. En effel, 11 est facile de voir que pour nn point d'osculafloD , D^VU 
se rodait a Wü; a un.facteur pres, c'esl-a-dire de X>^VJ7=0, puisque 
WU a'evanooit jaux points d^osoolation; donc on aumt generalementi^pour 
lu peint d'oacolation D^ü^szO^ mm cela est senlement I« olractere des poinia 
d'oaculation d*an plus haut degr)§, savoir de ceux oü la langelite reiloantre.> 
oourbe en dnq points consecutife. Pour le qtiatrieme degi^e \e preblenie devient 
trqi oom^u^ pour ötre trait^ de cette maniere. 
, Cambridge 9*~ miii 1846- 
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3. 

In Solutionen! Aequationum Algebräicartini Disqoisitiol 

(Auetore C, J. Mahnst cn, prof. math. Up^aliens..) 



Inde jam a saMnlo XVI aeqnatioiied algebraiidad tertii quartiqne gfUdus solvi 
potuisse constat, quamqnam priniae melhodi tam speciales fnerunt, ut qaae 
radices aequationum ferlii gradus.praäbueiiiDt, eaedein nollo modo ad qaartam 
extendi possent. Qai igitiir diversam sibique peeoliarem metbodatn postnlavit 
Qitbd Qt perspieratnr in memoriam tanlum revöcare safBciaf, qnal^ fnerint pri-<- 
mae illae methodi: eomparalione enim facta iFacUe videbis, islngnlas methodor, 
quBS pro quarti grados aequationtbos JPVrrirrf el Carfeshis proposuermt, nihil 
commune cum methodo habere, quam pro solvenda terfii gradus aeqoatione^a 
Tarfalea inventum, Cardanat ille in ynlgus edidit. Prino, qnantam nos 
sciamus, T^chimaus ^) generalem et ad^ ulriusqne gradus aeqnetiones aptam 
melhodum debemus; qn^m deinceps JS7ti/^r et Bezout secuti sunt, quorum ille 
in Notm CotnmentariiB Pefrop., Vol. iX, hie ip MAnoirea de VÄtademie 
de9 seiences de Paris anno 1765 metbödam aequfe generalem; et convenien- 
tira exposuil. 

Ex yero ipsa, qua hae posteriores methodi gaudebänt, uniforinitate, 
6]rtimum etiam pro sicdvendis superiorom gradnom aequationibus sperare Kcnit. 
Nee in hare re ^foere conatns; quamqnam et calcali prolixttate et «xorüa 
iloyis difficnitatibnsnhe pro qninlo quidem gradn äd «xspeclatnm exitdm per^ 
Ventum est. Si« \ü methbdo Tschirnausensi ad hunc gradum ädplreabda, qnalmr 
aequationes inter quatuor incognitaa solvantur neoi^se est, nnde.eHnfaiatioM 
facta aequatio finalis 24*' gradus resultat. Redudäm etiam eju^em gradli8,'praebet 
melhodus Eulen, atque si viam, quam Bezout aperuit, secutus fneris, ad 
aequationem 120*' gradus, quae tamen modo aequationis 24*' gradus solvi potest, 
pervenies. Quae quamqnam ita sunt, Urnen ex eo qnod pro solvendis tertii 
quartique gradus aequationibus reducia secundae tantum terliaeque dimensionis, 
ultimo loco est solvenda, Analystae speraverunt, solutionem aequationis 5*' gradus 
ultimo etiam per reductam quarti gradus dari posse. Quod quidem Bezout 
etiam argumentis quibusdam quodammodo firmare conatus est. 



*) Acta Emd. Lips. anno 1683. 
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Haea ler« fuit hiyiui tbeofiae ratio, pam Li^r^ßifi9,}fi Conuueatarjybi 
noTJs Barol^eofUmfl e^pUcaticu^em 9U9i}e|;Nit eoriuo dijifidici^iai^^ qttif(,ad iUi(4 
usqM tempq^ de «Igebraidfi^olvendis aequatiooibuB. fuerant propQ^^ta. Singuli^ 
igitar ad cyerta^ piriacipia revocaÜB methodis, ia promla ibi. ponit, Daiversalem 
ciljiidibet aa^atioiua soluU<mem a particidari quadam auparioriaxCiyaBdam di- 
mensionis evoluüone pendere; veramque insuper ap^rit causafa, j»w ^licior 
pro inffurioaribus dimeosionibos fuerit eveatu^, minus vero prosper pro Bupeno**^ 
riboa. Quod ad siipra memoratum Cel*. Bezout argiaanentatioa^ adtiaet, qiuf 
probare conatus erat, aoluüoaem aequationis 5*Vgradus per redwUmx quart^e 
dimensionis dari posse, quem dubitandi locum relinqaat, quamqae parum prqba^ 
bilem^nedmii, oorUyBa, rem reddat, fapile. demonsbrat; atqoe hisuper d^ oonatfbus 
in generalem ae^uationum algebraioarpra tsiolutionfü omiiao dubitae viietur. 

Quamquam vero a spe sua ita quodammodo dejecti, Geometrae post 
Lofranffiuin in ejusiqpdi generalem solulionem eruendam minus incubueruut, 
tamen res tota in suspenso erat, usque dum inclytissimus ille Norpiannüs^ft^/ 
novam omnino rei faciem induit. Qui sagacltate sua omnia penetrante et Vin- 
cente debito cum rigore niathemalico d^monstrayit, radices aequationi^ generalis 
5^gradus non posse expUcilo modo algebraice et finite ^i coefficienlibus ex- 
primi ^). Cujus quidem ante, cum Rnffini fecerat periculiim^); argumentatio 
Tero ejus minus probans erat, tantaique obscuritate involuta, ut nihil fere inde 
pro cito haberes. 

Quod si quoad rigorem nihil quidem commeRtatiOfai , quam eitavimus, 
Abeiioiiae objectari polest, tarnen ipsa demonstratio non aeque gaudet simpli- 
dtate et perspicnitate; quo factum est ut multo minus, quam pro rei dignitate, 
cognila videatar. Hoo etiam Auetor celebratissimus ipse InteUexisse videtur, 
Ma Jodicaiia: ^J« erois, fue la ä^omti^ation, qft9 fm dcmne, ne laisee rien 
y^ 4änr^ in^ c6te de lä rkfumr; mms elU n'a pM toule la simplieite, dornt 
^dfo est 9U9ceptibl€ ^}. Novam igitar de resolntione aequatioiium algebrai- 
carum disquisitionem suseepit, generaliorem quidem eamy t^^d, ut ^se dicit, 
revera simplicioreiq; quam tamen ^od absolvere ei non licuit, non possumns 
qa^ifaunquam damniim.paene irreparabile doleamus. Fragment qaidem aliqua 



^) Beweis der Unmöglichkeit, aigebr. Gleichungen non höheren Gkiehmgcn ah 
dem vierten aufzulösen. Journ. von Grelle Bd. I. p. 65. 

') Memoria della ineolub. delle equauone algchraiehc generali di gradp supe^ 
riore al quario^ Mem.jdvsociet. Italian. Tom. IX. p.444. 

^) Oeuvres compl d. JV. U. Abel. ^om. IL p^JS^. 
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htljas commentationis ^J in eximiti magtii Amtydtae openim collleottoiie, quam 
^^ /Mmiöe, pfofesaor ChrisliaDlensis, in vulg«» edidit^ invenifntrt; ex qnibus 
patet, proUema gfonerale, qnod sibi proposnisMt Auötor sohrendoni^ boc faisse: 
' ' Int^ire omnes M4fuaHones drterminati efSjwilibet fftädtM, ftrm «rfy«-- 
^^ braie0 po&äunt tesoMf atque inde de data Mi/uatitme judhwre^ ntrum 
' -reseiubiHit rit ittaf nee ne. ' 

Cnftis qoaniquam ipse fiitetuF se ad completani solufionem non perTenisse^ tarnen 
itt'iexordio coniinentaltOAW, ubi de itistitulione operis pfolixius loqttitirr, ffaM- 
i'tittiätä ({efaedam maxirne 'notanda conunemorat, quae de ardaa re elicere fpai 
cötitigerft, niidfnini: 

^' 1^ 8i JBie^allo irreduotibili» /i*' pradnis ^ ^xsistente ^'ntfaiero primo integrd, 
aft^braiee sit reMiabfHa^ radicea bano babebnüt fd^ittata < 

/ obi ^ qaaotitas rationalis est et jRi, A29 •••• /^/i i radices aequaüonis 
^ (u— ly» jfradus^. 

^.. 2^ Sl aequätio irreductibilfs, cujus gradus est numeri primi dignilas fi", alge- 
braice Sit resoTubilis, aut aequätio ia ^"^^ aequatlones, unaniquainque 
. li^' gradus, decomponi polest, quarum cogf&cientes ex aequatibnibus 
^u'^^ gradüs pendent, aut unaquaeque rädicum hanc formam habebit: ' 

y = A-\-1'XR,n ]"/(/?,) + (/(Ä,)+ .'. . . +f(Ä.), 
... «bi A quantilas ralionaU^ est, ^ An Rz^ •••• R^ radicea aequationis 
v^ gradus v^xsistente y ad summum ^a" — 1 aequali ^}. 
: :3^ Si aequätio irreduclibilis /i^ gradus, exsißtente /i per nutneroa primos inter 
. . ae diversos dividibili, algebraice sit resolvbilis» numerus fi semper ila in duoa 
. ' laotores^i et Ab dissolvi potest, ^^ data aequätio in /i| aequatjones /cia*^ grados 
\ i<o . d^mponi poasitv quarutn ooefficientes ex aequatiqnibttsTii*^. gmlis peodent« 
-ii4^m aequätio inreduotlbiliS: /i""*' gradus, exsislente /^ nainero prinos alge- 
ji'^ir luridce sit resohihilis, unaquaeque radicum ita potest exprimi 

ubi / functfönem rationaTem et quoäd radices Intra *( ) srymmelricam d^ 
signat, et JRi, /l,, .... A,, aequationis radices sunt, cujus gradus ad 
^ aummum es« ]fe*— 1 •}: 






•^ Snr la resolnftok atff^flqnc des ^qüaiions^ 0«u\t. corhpl. . Toni ü. pagilS 
•) Addendum sine dubio estr cujus tüdfficicntes e± dafäv'aefluaflönh toiffit 
bus raüonalitet' sunt formäU$e. ^^ • ^ -;.5- .u .* 
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Haec fuere praedpua Üieoramata , quAe Abel se demonsiiwse conmeiiiorat, 
quarnquam ex ipsa dvmonstratiooe nonnisi fragmenta qoaedan reliqna sniit, ewfw 
ex parte ioeaadabiKa. Nam in Gommentatione citata, pjröoemie ana cum duabus 
priflMs paragrapfaM excepto, ubi eonHneniiir dafinitiones . propositionesqae prae«* 
misaae, quae cetera reslant^ ex nadis fere formulia conficiatiltv. Qaaran quam«- 
quam inter se nexum veramque äenlentiam Editori aliquatenus enacleare coik^ 
tigit, tarnen ad demonstrationem ipsorum theoremalum quomodo ducant, non 
polest perspici. 

Inter quatiior Iheoremala, quae supi'a altuliinus, priroum nobis in eo 
niaximi momenli Visum est, quod ex hoc demönslratd facilecdnclnd! licet, aeqaa- 
tionem generalem 5*' gradus (Ideoque superioriim diniensionum) non posse 
algebralce resolvi. Qua igitur re nos hi eo maxime enisi sumus, ut ex for- 
malis illis fragraenlariis AbeHanh ejns saltem demdfistralionem elicere possemus. 
Qoatoquam quidem in refidenda demonstratione AbeliuHu nöbis qaidöm adeo 
non saccessisse est confitendum, nl ipse cardo demonstrMiönis, quam daluri 
sumus, omnino noster sit, tarnen ex definilionibus Abelianis proposifiönisque, 
quas ille slaluit, auxiliaribus procedentes, vestigia magni Analystae, quanium 
potuimus', in demonstrando premere conaii surousw. , / . 



Definitio I. Quantität v ßinctio äicilut Algebräica ipsarum m 

quantilatum x,^ Xf,^ x^^ st per finitam nesclo quam simplicium ope* 

ralionvm algebrakarwn crwplexionem qmntifii^ v in x,^ x,,^ x^ 

exprißnji ppiest. .:;:,,,. .r : 

Ojperaiiqii^es algebraicae, quas simplipes vocavirnjn^, ^e sunt: ■ 
i^ Additio, 2*^ Suhtracfio, S' Mul/iplicafhr.^, i^^ Divisio, 

Quihps.igilur operaÜ9ni})U5^.n?.5Ue Etevutio ud dyfni(aff^s ifiif^ra^g, uBt^Ex-- 
fractio radicum cum exponentibvs composilis, seorsim adscribunt\if . .quippe 
quarutn illa multiplicatione contineatur, haec vero nuroquam non in duas plu- 
resve radicum cum exponenlibus primis iE*xtractiones dfssolvi possit; ex gr. 

Definitio IL QudaUHas v füneüo dkUmryRution^lis ^ipmmum 

Creüe'8 Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 1. 7 
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Addiiionis, SuhtraetioniSf Muliiplieationis et Divisionis com^ 

pUmoMm qmmUiUu v in x^^ x,,^ x^ expriwü ptduU 

Definiüo III. QuoKÜtas v fanctio diäter Integra ipsurum 
m quanüMum x,^ x,,^ .... x„^ H per finitam needo quam operaliotmm 
Adäitionie, Sublractionis et Multiplicationis complexkmem f^arn^ 
Utas p m Xf^ Xff^ ... . x^ exprimi potest 

§.2. 
His ila definitis faciie perspicitur: 
l^ Ünwnquatnque ifUegratn ipsorum x,^ x,,^ .... x^ fünctionetn per 
finitam summam tenninorum hujusce formae 

AXi x% . . . . x^ 
exprimi posse, exeietente et quantitate aliqua ah x^^ x,,^ .... x^ 
independente, «< ii|, 1I2, . . . • numeris integrie positivie^ zero incluea; 
2"". ünamquamque rationalem ipsorum x,^ x,,^ . .. . x^ fünctionetn in 
fbrmam 

J \Xf . Xff ^ . . . . Xm) 
M:\Xf ^ Xffy .... Xm) 

semper redigi posee, desiffnantibus f et F functiones nescio quas in-- 
legras j quae communi dicisore gaudent. 

s. 3. 

Aadices quae in expressione algebraica occurrere possont, aat neces^- 
sariae sunt ad ipsam expressionis formationein, aut non necessariae. Sic 
quamquam est 

tarnen ad hanc expressionem formandam duae illae radices ^b et }/c non ne- 
cessariae sunt, sed unica tantum radix -^(bc). Faciie vero patel, salva gene- 
ralitate semper süpponere licere: 

Expressionem algebrmcam nultas radices non necessariae involvere, 
sed ila esse companUam, ul radidbus numero paucioribus non posse 
exprimi. 

§. 4. 
Serrato qnod in paragr. antec. dictum est^ functiones algebraicas in 
diverses ordines distinguimus secundum numerum diversarum quantitatum radi- 
oalinm) quae in illa occurmnt Sic dicitur funotio algebraica 
Q^^^ordmis, quae niUam omnino radicaiem invoivit i. e. qnae rationalii est; 
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1"*' oräuM, qiiae unieam tanUirn radicalem involvU; 

2"^ ordmUp in qua doae (non plures) diversae radicales occurrunt; 
alque in genere 

n*' ordinis, in qua n diversae (non piares) radicales occaminl. 
Sic expressiones 

omnes secundi ordinis sunt; expressio 

(j.) /(fvvi)-f)/cÄy(c>/rf)) 

qainli ordinis, sed 

(Ä.) )/(c>/a)-|-ycÄy(^i^«)) 

lertii tantum ordinis est''). De cetero, in determinando expressionis ordine, 

maximopere est observandum 

P Quod in §. 1"''' slatuimus, radices cum exponentibus compositis in duas 
pluresve radices cum exponentibus primis dissolvi debere. Sic est ex- 
pressio ya revera secundi ordinis, siquidem est , 

ya = yiT/ah 
2"^ Nnllas quantilates numero radicalinm esse adnumerandas, quae quamvis 
per se irrationales sint, tarnen tamquam cognitae sunt considerandae, 

ex. gr- }/2, y^TT, etc. 

§. 5. 
Progrediamur jam ad definiendam formam generalem functionis alge- 
braicae ipsarum m quantitatum x,^ x,,^ .... x^^ seu (quod idem est) for- 
mam functionis n^ ordinis harum quantitatum. Denotent semper in sequentibns : 
f el F funcliones nescio quas inle^ras, 
<p generalem formam functionis ratlonalis, 

^1, ^2, .... (pn generalem formam functionis 1% 2***, n*' ordinis. 

Initium vero a simplicioribus faciamus, primnmqne in functfonem 
q>i{x,^x„^....x,„) inquiramus, in qua (ex ipsa functionis 1*"* ordinis notione) 

O Posito enim 

immediate patet, expressionem (J.) has quinque diversieid radicales 

y, 8, a, Vy V{hv) 
et expressionem (jB.) has tres diversas radicales 

y, *, y^(W) 
involvere; unde fit ut illa quintij baeo rera terli tantum ordinis est^ • p 

7* 
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unica tantum radicalis occurrit. Sit haec radicalis Afs exsistente Jli fcinctione 
rational! ipsonim ;r,, t,,^ . . ; . t^ et fii numero primo; habemos igftiir 

atque ex §. 2^" 

1 ff) (rr ^ 'T "i / yj^M X,,, XmyR^'J 

F(j:„jr,,,....Xm,iJ';') 
Ut vero e denominatore hujus formulae omnis irrationalilas tollatur^ sit lo radix 
quaelibel imaginaria aequationis 

z^^ -1=0, 
cujus igitur celeras radices esse 

w\ U?, U)^, . . . . fl?'"'"'*, 1, 

cognitum est. Jam si mulliplicemüs mimeraitorein et denominatörem formulae (1.) 
per productum 

j. ± '' 

Z = F{xf^x,,^....x^^wBf'^').F{x,^x,f,....x^^w'R^^^ 



habebimus 

^- Vx\rf,^ •^//. ' — ^•»'' T 

Cum antem sint 

•JL -1 JL J. 

ä5*S t^Äv. ^''K, u^-'B^', 

fix diversae radices aequationis 

facile patet, denominatörem formulae (2.) integram functionem symmetricam 

harum radicum esse, igilurque integram ipsius jR^ functionem i. e. rationalem 

ipsorum x,^ x,,^ .... x^ functionem. Brevitatis causa hanc functionem per u 

designemus, ita.ut ait 

_i 

u = f(x,,x„,....x„,R^').Z 

rationalis ipsorum Xf^x^^ • • « • ,^9^ luactio. 
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Quod ad nameratorem formolae (2.) adtinet, ipsam Z integra funclio 

est ipsorum x,^ x,,^ a?^ , /?"' et 

3. w, M?% w^, .... M^"»"* 
atqae insuper respectu barum quanülatum (3.) symmetrica; unde facile sequi- 
tar, ut Z atque igitur totas formulae (2.) numerator rerera sit functio integra 

ipsornm ar, , a*,, , .... ar^ , Äf * qnae w non continet. 

Potest igitur, si ad ea respectum habemns, qnae in §. 2**" proposita 
sunt, formula (2.) sub hac forma praesentari : . 

JL -- JL 

exsistentibus A^^^ A^^ .... A^ integras, atque u et TL^ rationalibus ipsorum 
Xf^ x,f^ x^ functionibus; unde pdsilis 

— — i^o, ^ —»1, .... — — ^p. 

fit 

JL -1 ±. 

exsistentibus Bo^Bi^.. . . Bp rationalibus ipsorum x,^ x,,^. . . . x^ fbnctionibas. 
Facillimo vero negotio apparet, salva omni generalitate, semper in (5.) 

supponere licere maximnm ipsius jRf' exponentem <C A^i esse, id est, formu- 
lam (5.) cum bac posse commulari: 

Nam, exsistente k (numero quolibet integro) exponente nescio qua ipsius Hf', 
possumus semper ponere 

k = afii-^-a 
(a et a numeri integri et a<</^i)9 ^^^^ 

Ä? = Ä~ = Ar»"'/ 

quod si in (5.) substituitur, expressionem ipsius (pi^ qualis (6.) est, dabit. Quam 
igitur tamquam generalem functionis 1°^ ordinis formam considerare possumus. 
Eodem fere modo, quo functionem (pi invenimus, possumus etiam mutatis 
laulaadis generalem functionis algebraicae formam, id est formam functionis 



54 o. Mmlmiien, in soluiionem Aequathnem Algetraicarum DUquUtio. 

definire. Ex ipsa enim ejusmodi fancüonis nolione sequitnr, ut in iUa n di- 
versae radicales (non plures) occurrant, quae sint 

-i J_ -L -1 

7. /ir, äts /ir% .... R^% 

exsiatentibus fiy^ fi^^ . . . . fi„ numeris integris primis et ISx^ Az? • . • • 'A^n 

fanclionibus ipsorum x,^ x,,^ x^^ quae radicales quidem in se se conii- 

nere possunt, nuUas vero alias, quam quae inter radicales (7.) inveniuntur ^). 
Functio igitur (p^ {Xf^x,^^.... x^) non potest non ralionaliter in x,^ x,,^ ....x^ 
el radicalibus (7.) exprimi, unde 

(p^(x, , x„, • . . . j?J = (p(x,,x„,.... J?^, ÄfS Ä^S . . .. ä(^") 
seu 

Q ff, (^ ^ rp \ fyP^'l J^n^ •• " J^my S^'j Rt*i Rh") 

^' 9^nK^n^ff^ ^mj ' — T 3 i — 

r \X, , X,,f . • . . Xinf -Äj*, iCj*, .... ÄJ^ / 

Inter radices (7.) unam saltem esse necesse est, quae sub nuUam aliam radi<* 

j_ 

cem Sit subjoncta. Sit haec radix B!^'' , quae, ut prae ceteris distinguatur, bre- 
vitatis causa scribamus 

/^(B^) pro r(ar„;r„,....a:„,Är',Är%.. ..«;:-), 
-1 jL i «L 

F(äC-) pro F(x,,a^,,,.,..x.,Ärsft^%...,JR^-X 

unde formula (8.) ita erit praesenlala: 

9* 9« ("^i » •'^/z , . . . . Ä?^) = ^ — . 



\ >• 



fM 



'I,!i- 



£ denominatore vero omnis quoad il^" irrationalilas lolli polest, ila ut, restan- 
tibos tantum ceteris »—1 radicibus, ipse (n— 1)" ordinis fiat. Nam sint ' *' 

diversae «equationis 

«^-1 =0 



*) Si in A,^ jRs> ü/i vcl unica tantum radicalis occurrcret, quae in (7.) pon 

invenitur, manifestum est fore ut functio q>n plures quam n diversas radicales contmeMI,* 
id quod ipsi hujus functionis notionl omnino esset contrarium. 
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radices, et malliplicemiis denominatorem et numeratorem formulae (9.) per 
productum 

b|d)einas 

10. 9>.(x, ,x,„ x^) = -A^i^. 

F(jif)-:^. 
Cum autem sunt 

Ä^, M,,.K'. «rix-, .... «^"--/e, 

fi diversae radices aeqnationis 

sT'-Ä, = 0, 

evidens omnino est, denominatorem F^Bl^y-Zx (quippe qui integra functio 
symmetrica harom radicum sit) integram fonctionem respecla jS^ esse, igiturque, 

JL J_ * 

iHManfibns tantnm ceteris n— 1 radicibns Hf', B^\ Al-iN fonctionem 

(n— 1)^' ordinis ipsorum x,^ x,,^ .... x„. Brevitatis causa hanc ftinctionem 
per Ui designemus, ita ut sit 

11. II, = fCäCO-z,. 

Jam si ad nnmeratorem formniae (10.) nos convertimns, cum in Z, 
quantitates u^i, t^i, .... ti^"~ non nisi symmetrico modo occnrrunt, seqnitur 
nt Zi, igiturque totus formniae (10.) numerator integra fiat funclio ipsorum 

X,, Xf,^ .... x^^ -"i 9 •'•2*9 •••• "«*^ 

w non continens. Quam si l\inctionem per fi designamus, habeblmus 

± ± - 

frt r^ ^ ^ \ / I \^t'9 X,,y Xnii Rj S Bi% . . , . R„ J 

seu, ex natura functionum integrarum: 

± X i 

'•1 

etsistentibus (cum ab inilio supposuimus JS^" sub nullam aliam radicem esse 
subjunctum) v^ 12. et omnibus C functionibus ordinis (it — 1)*' ipsorum x,^ 
Xff^ x^. Hinc vero, posilis 
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At 



ubi tarnen (sicuti ad formulam (5.) demonslravimus^ ? salva generalilale, nullis 



7^n 



ipsius R„ exponentibus >/t„— 1 opus est; igiturque hujusmodi fit generalis 
functionis n^' ordinis forma: 

exsistenlibus iMJ), ilfi, -^^//„-i funclionibus (n — 1)*' ordinis ipsorum ar,, 

Xff , . . . . Xff, . 

§. B. 

Quod in §. 4^"" de funclionibus algebraicis in genere diximus, si id ad 
aequationes refertur, eas eliam in diversos ordines divisas habebimus. Sic 
aequatio n** ordinis dicilur, tibi dioersae radicales nece^sdriäe, qude in 
coef'üdentibus occurrunt, numero n sunt. Ut et ordo elgradus ae^lioug 
cujusdam facilius in oculos cadat, aequalionem n^' ordinis et r^' gradus per 

14. (p{x%n) = ./ , 

signahimus ^). 

In sequentibus maxiaii omnino erit momenli, recte perspicere, quid per 
aequationes reduclibiles et irreduclibiles intelligatur. Maximopere igitor hanc 
defipitionem bene intelligendam recommendamus. 

Definitio IV. Aequatio algebraica reductibilis didtur^ #t 
radicem aliquam communem habet cum aeqnatione quadam inferioris gra^ 
dusy cujus coeffidentes nuUas^ alias radicales con/inent, quam quae in ipsa 
Uta aequaiioneoccurrun/f aequatio vero, quae reductibHisrnmesl, imre^^ 
ductibilis vocatur *ö). 



•) Supposuimus scmper coefGcienlem ipsius x'' in <p(jr'', w) = esse + 1. De celero 
est observandum : 

1» Quod in §. 3*'* dictum est, expressionem iflgebraicam ita esse formatam'debere, ut 
radicibus numero pauciofibus non possit exprimi. Quo flt ut in acquationum coef- 
ficientibas>. de quibus in sequentibus quaestio erit, nulla radix non necessaria occur- 
rere ponatur; 
2^ Quod in pag. 51 dicilur, j^nullus quatdiiaies numero radicaUum esse adnumeradi-- 
dasi^ etc. Sic ex. gr. exsistente a radice imaginaria aequationis x^— 1 = 0, quan- 

titas A'\-a\fB non alio modo irrationalis est habcnda, quam A-^^-^B. 

■^) In memorfam semper sunt revocandac observaliones, quas in notula antecedl^iilie 
proposuimus. •. . » -i . . .,.•> 
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Sic ex. gr. aequalio 

Är*-f 2|/Aa^+Äa^-A = 
reiueübilh e^X^ qiM» duas faahiet radices commufles com aeqoatione 

ar^+j/Aa? — ]/A = 0, 
ubi nulla alia radicans quam y^A oecurrit. Contra vero aequatio 

irreductibitis est; habet qufdem duas radices communes com 

v-f-yA-a?— yy = 0, 

ubi tarnen radicalis }^ß oecurrit, quam aequatio illa 4^' gradus non contineU 

Ex definitione IV. immediate sequitur, ut omnis aequatio primi gradus 
(ubi nullae radicales non necessariae occurrunt) irreductibilis est. 

s- ''• 

Inter omnes radicales, quae in aequatione 

fp(affn) = 
occurrunt, una ad minimum est, quae sub nullam aliam radicem est subjuncta; 

qnamqae in sequentibus exteriarem appellabimus. Sit haec radicalis y ; sitque 

■■■''■'■■■ /« 

w radix quaedam imaginaria aequationis s^— 1 = 0. Si in (p^x^^^n) loco y 

sttoeeBsive substituuntur 

w'i, u^^J/, w^'i, u^-^i/, 

atque inde fluunt hae expressiones 

q>'(x',n)\ y^>(*%n), V^'H^fn), <pO^-'\x^, n). 

Producttfm 

fp{x% n)ip\x% n)^qP\xr, nyqP\x% n) . . . . <p^-'\x', h) 
per 

signabimüs. 

§.8. 
His jam propositis, theoremata sequentia licet demonsirare: 
TAeor. In Sit expressio quaedam 

iii 'M^ebsimaiti itiM fbrmam redacta^^^ (nbi igiiur fo^ ti^ tu ^* 

-^'^' fe'e! 'ttaV^ät'tkJlictbus nümero paucioribus non exprimi possili igitorqne yf^ nulle 
modo rttfin«ll|ecf>i /i» <0 9 'i» ^s ^^^^ 

Cfdle*s Jönnud £ d. M. Bd. XXXIY. Heft 1. 8 
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eadetn permanent^ si Wyf^ loco yC substituuntmr^ 0xshiemte w radiee 
imaginaria aequationis 52;^ — 1 == 0) : non polest expresrio illa mhilo oequaHs 
esse, nisi siny^Oae €oiffieienl€s per w evtmeseuntf i. e. aefmaUo ktffae fbrnme 

separalhn praebet necessario: 

f^=0^ t^=^0, /a=0, . . ,|^ '|tTr^=^0- 

Defnonstr. 1) Posito non omnes coefficientes /o, /i, /2, .... /^.i 

evanelSreere. Sit yj^'s^xf tunc erit ab ipso z his duabas aeqnationibas satlsfieiettdAll^? 

16. »^— y,4=Ö et /ü + ^«+'2«' + '3*'+----+'/.-i«^^* = 0, 
quas igitur diyisorem cotnmunem habere necesse est. Sit bic fador 

exsistentibus s^^ s^^ s^ etc. ipsorum yi, Ai, (19 (2% etc. funclionibus ^ationa- 
libus; qui si reduclibilis est, habet tarnen factorem quendam irreductibilem 

. , .17. /„+,i«-|-4«H... + «'.=f=.ft^„. , ... , ... 

übt k<d,v et coefficientes «0, «1, «2 etc. nnllas alias radicales involvant, qaaq^ 
qtl&e in j^m /u^'^iV f^\ etc. occurrunl. Necesse igitdr est omnes aeqüatfonisCll^ 
radlces nfriqne aefquationutn (16.) satisfacere. " '■ • '^^ 

2) Est vero in (17.) k necessario > 1 ; qnia si A s= 1 es^, habertWMto 

ar = y/- :-= — ^i 

igitorque yH^ nullas alias radicales contineret, qaam'qaae in/i; 'ü? '19 etc. 
occnrrnnt; quod tarnen suppositioni omnino repugnat, expressionem j(^l/^j.^|Mf 
simplicissiroafn suam formam esse redactauK 

3) Exsistente igitur A: >> 1 , sunt quidem ad minimnm doae aeqnatioDJi^ 
zf^ — y-i=0, quae (17.) salisfacianl, quaeqnp e natara harom radicnm supponi 
possint esse z et to^'z^ exsistente r<^fi. Debet igitur z aeqaationibus 

«o+*iÄ^ + *i«^+..-. + ^* = et «f,-f*l«^'^ + *2f^'V+.... + a;^^Ä^=ö'' 
satisfacere, igiturque utrique harum 

(tl7'•-l)*;+(ll>^^-l)*i^+(l^'^-ly3«'+^./.-fti^-l)«*•" = 0, . 

quod tarnen impossibfle est, supposita priore irreductibili, niüi posterioris sinistmm 
membrom idenlice sit niiiilo aequal^. Hoc yero fieri i(pii pok^, siqqi^wi: cei^ 
factor w'"' — 1 (exsistente^ numero primo, k<^/i et r<ZfjO non-exineadt 
N^l^i^ igjtur est omnes /09 tAyt%i,.*^.. i,^.$esim\m 



Theor, 11. Si me^ualhm euidam irrmduetibiß 
18. v(x%9h) =Q 
expresno algehrm^a a^ sattsfadat, quue ad rimpUiMrimam suam farwmm 

redactu, radicalem quandam A^ cüntinet, guae non in aequatione (18.) 
tccurrit: erit eidem äeqüatiotÜ per a'„ salhfactum, tibi per a^^ deHtgtimmie 

quod ex a^ reeulM, ei pro A^ euhsUlwtur w^hf' (ejceietente w radice 
imayinaria aeguationif s;^> — 1 = 0, atque k nvmero quolibel inte^ro). 

^ Demonetr. Qaandoqoidem <p(x%m) exacte per x — a^ dividi poteatt 
facile patet, ezalstere revera fimctionem quandam f(x)^ respectu x integraiO) 
talem ut sH identice 

19. (x — a„)f(x) = (p {x% m). 

■ i' JL • 

Sabstitoatur jam in (19.) tr^A^> pro A^'; qua substitutione /(or) in fi{x) abeat. 

JL 
Cum autem in ipia^^m^ radicalis 4"' non occnrnt, (quod nihil aliad ailn vidt, 

quam h ibi rationaliter contiBeri> sequitiir nt, <p{affm) imniirtato manente^ 

Ipbeamos 

(^— 0/i(^) = <f{^,ny, .... 

nnde patet aeqnationi (18.) x=^a\ eliam salisfacere. 

^ Q. E. U 

•1 Corofimr. Si .aefuatitmi irrednelibiU Qt' ordime^ 

x?^a^ eaüefaciti ealiefudet ei etiam quod ex a„ resuUalr ^i ^jfuke quot^ 
libet radicaUbue valorea, qm earum eunt, quoelibet tribuuntur. 

Tkeor. HL Sil 

20. y(a?',m) = 
aequaüo quaedam irreduetiHlie r*' gradvs et m^ ordinis, et 

q>{x\n) = 
aequatio quaedam e*' yradue et- n^' ordinier cufus coeffidentes nullas alias 
radifialpe invqtvunl, qvmi^ qfß^e in coefficientibw ipsiue q>{pcr^m), Bfcurrmt 
(fd|. quod poetukU »t eit ^,^=z<:im): ei aequatipnee 

.y(ar/iw) = Ö et y(ar%ii)==?0, 
vel tmam Umtum radicenk epm^unem habenl, non potent fieri quin 9p(ar%,ii> 
exacte per q>{x''gm) dieieibHie eit. 

Demonetr. 1> €titt all aequatio (20.) irredoctibiUs, et m =: 7>,,fh. 
necesae est ut e non minor sit quam r«. . Nam sii.jMaet, f .•< r^ . a^atici 

8» 
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(p(x% n) = nuUam omnino radicem conunvneai habere pisset mtk aeqna- 
tione (p{x%m)=^0^ quippe cmn haeo irreductibilis sil. 2) Est igitur s=^';>r; 
tiuie Tero, fticta divisione, habebimus 

ubi (»<Cr et m'=<Cm. Cum vero pro valore quodam ipdiiiß x babequasiiaiil 
(p(x%n) = et (p{x%m) = 0, ^ 

nÖn potest fieri, quin pro eodem valore habeamus' 

y(jf^,lw) = et 9)(j?^lm')=i=0V 

qnod tarnen (exsistente y(Ä?^m) = i>reducl!Ml. ei''p=<r/ w'±=ij-<^ii) ift- 

poasibile est, nisi q>(x^,m') identica modo evtalieitclM:' -Häbebittias igftär -'' 

(p{x%n) = f(x)'q)(x%m). '■•'■■•"' ' ' ' ^• 

Q. E. D. 
Corollar. Si s = r, fit f{x) = \ i«)^ ^l (p(x%n) = (f>{x^,m). S^ 
i^Hir aequatio quaedam q>(jxr,n)=iO^ cujiis eöifficientes' nüllas aßas ra^ 
dwalesi inmlmitU, quam qum in ooefficientihÜ9 ^imqugtkmis cufusAüm irr^ 
dMfOihiüs efusdem gradw (p(jf,m)z^O occwrtmM, ^^ÜSiwikraRjuam ewm 
hac aequatione communetn habet , hae duae aequationes non posstmt hmt 
omnino identicae esse. 

T'hepr.lV. Sil y radix quaedam exterior in aequatione (p(x\m) 

= 0, designeturqme per (fl^x^^m) quod€9\g^{}Sf^yfii^ fitym\J9rey^substi^ 

ft , 

tuitur w^y^ exsistente w radice imaginaria aeqtMiönis ^r^ — 1 = 0; si 

9(5^)111)=^^ frreductiMis est, est efiäm aequntio ^'(ai^^fhy^O irn^ 

duetHnüs. ' ' ' '^"■'' ^»^V ••- -■ ^- \^' " ' ^•>*^' 

Demonstr. Supponatur (p'{x% m) ==0 redactSbllis;.toiicfiieiotp(tai queii* 
dam necessario habet (p'(x^,m')^ ubi (xCr el'fk' = <im, ita ut sit identice 

q>\x^^m) = /'(4;)-y'.(s4i^viB7, ^r^s >hvA. ,v^. - yv; 
Designetnr jam per ^ 

f^{x) et <f{(jVf,m'hsV-.-.. . • ■ '^ .:•.....>. 

quod ex Aa?) et q>\xr,m') fit, si pro f/ säbsttfaftrff^'il^T^^if 
nullae novae radicales coefficientibus insefuntnr, i^r^e codÄciöntWijpsörÄm' 
fi{x) et (p[(x^,m') noii alio modo irrationaies suAt qtaaiki coefficientes ipsonun 
f{x)e% qf(jtfi,nif}^^\ Cuin vero hac su^slItetfofife^^t^,tt) ttf *^(ir^/iii) 



* *) Dl)sery^nduiii quod in potola C^) , ,de cpefOfifentA. jjf^xsi lenpinji «^ .^Wj n) = 
dictum est. 
• i!»««)i.Vide quod iiifteeuW(9)'dlclum est.'' •> "•^'*»" * '••*■ ' *' ^'^ ' ^'- 



redest, esset utiqne -. v. v^^ . . .; ...^ 

qaod tarnen impossibile est, exsistente ^(J7''^m) Ifredmlibili. ^Smt igitor 
' y(a?^, »i) = et 9'(d7^^toi)K=3 uno irredncljULes. 

Theor. V. Sil in afigtfationibtis 

\ • ■ ■ •• ^' ..... ... 

imr^ H mr emai e. liLl ^mfp^mmfurf sit pmrr^ y radkt quMiam exterior m 
q>{x^,m)^ quae in (p{x%n) non oceurril; ^ g>(^y.ny per (f^{x^,m) est 
ähisibitts, potesf eiiam (p{x\n) per T^.fpjji^m) exacfe ditidi Qpertinente 

«tf np p. adrudicem iUßtn /); i. e, si ,^ 

21, (p{x^,n)= f(x)'(p(x^,ff^), : ' 

e$t eüam 

, Pfmonsfr. 1} Si in fonnolp (21) pro i/ snccessive sdbstitnitnr ^^l 

M f* ß /» ' ;' ' \ = 

IT}/, tl^V^ «^V^ .... II^"V 

et qaod bis sabstilirtloiiibw )eKi ;9>.(;i^>ifi») resnltat per : ; ' .\. 

22. (p\^,m)^ y^(ä?",iw), y<^>(ar^;fii), .... ^-*>(a?%wi) 
designatnr, facile patet, cnm bis substitutiatfibm srnistMoi aequattoiiie (21.) 
membniin immntatnm maneat, boc.etiam divfsibile . esse per unamqnamque ex 
ezpressionibns (22.). * 

,^.,, ;^% .^4e,,v«ro ßeipil^r^ ,pj «i^fV^^ ?^W. P®VP^f'^?ft^'P Pv» f^> ?^) 
Ayisibile sit, nisi forte ex (p{af,m)^ 9^^(^'^y^\r i^^HK».f>0.^\o.. duo. qnaedam 
faetore communi gaudeant. ^oc tarnen fieri non potest,,.cnm singulae expres- 
8iones(22.) irreductibiles sunt (theor. iV.) ^'), nlbi (ex coroll. tbeor. III.) daae 
Utai! e^q^iMsibttes ottidlnö stdt idetittcae , qilöd Etilen impössiBJe e^. Eirt ^tnr 

■.\* -.i> j .- ' ■ , : . ;•■[:■.:. 1:1.. m i.-JC. r n- .i-»- ■ , .-i^ . : 

Q. E. D. 

il V)/^W*«»*ö ^ "dice upaginiirifi ^equatioois »f ^4 fr9': . » 

'*) Brevitatis causa expresnonem 9)(jr'',m) irreductibilem, com aeqaatio 

9)(jr^, m) = 
irreducUbilis est ' •'^•i> i'/ > 



Theor. VI. Si aequaüo ■ itv^ 

23. ipizr.fn) =0 
irr^thtctüUis est, Mt^knn ^, .,.. ! ^.,, 

irreducübi/ts , exMtente in (23.) }/ radice exleriare. 

Demonstr. Si y(dp^%m') = reductibilis est,*8it 

24. y(a?*,m") = 0, [n<jur, nif'^<:m'] 
aequalio irreductibilisi, qaae fadicem' qoimdaiii cömAranem ^fäf,'nf)iis^O habet* 
Tnnc vero (ex Theo?. UI. et V.> >aeqaationein (24.) jdjNrisibilem esae aetfeaa» 

est per p. y (af;in), ita ul sIt . . i. > . •..; ^. 

y(iri^mY=A^-p.flP(^ "" '"' 

quod tarnen impossibile est, exsistente n<:,/ir. Fit igfttir p. ^(af^.lni)^:^'^ 

ff(ay% m') = irreducliblRs. ' 

Q. E. a 

Theor. VW^ In txpr^nane algehrmem (nyllas radicales non 
necessarias invotvenle), quae aequatiom cuidam irreductibiti satisfaciat, 
exponeM radicaUs exiertoris i^vhör ntimeri est, qm ipsius aeqUatioms 
gradum designal. . ^ 

Danonstr. Sit aeqnfitio Irredaetibilis, da qaa agiforv ^ 
F(x) = jr"+/^d??r*+ya?-' + -...+te+fi w= 0, 
cui saliafaciat ^prewio m^ ordipis . . . ü . >3(.i 

fyji'^ Ti\ •••• Xm^y = <»jii' .. ,. 

Sit in häc obc^ilö^äfbiie yf ' rajicalfs extierior; tone J^(:r) divlsibifd-' eift tm solrnn 
per a? — Ä^, seil eäam per »•) '•• 

= "' ■ ■ • ''i' .!.»;■•) -■■ ' -j:.. . ; ; ,.1,1- 

pertiaeiite signp.p. ad radjplepi jrf\ FacUe vero pQtet, ^Cari"'^!^,) a^i» 

saltem radicalem minus quam a^ cofitinere, nimirum yf% igiturque esse mi<Zm. 

Sit jam inter radicales, quae in (25.) restanl, yj^" exterior. Cum q>{af^,'mi) 
irreductibilis est, seqttltür iil V{x) txm tanldm pet (i^ia^',fh/) stt div?sibiKs, 



i'"i ■ .(• i 



»•) Vide Theor. V. • ,^,y >ii:ü.i .»honi 



lH>rtWflBN»i.««n<> .pr. »fl.^^^ yC% Ja» "^V^o Mvi^P^^' ^: p^m^) pro, ^rlo 
habemas, unam saltem miap^ i)^i 0MQi9er«;.jradicaJ^^ :j9ii0mwiil^(a^SWf) 

(radicalis certe y^" de^st), igitarqu« ess« . >. 

VüMUüPJäm poito intern nMiidides qmb^H[lllti) teslanl^ y^' exterior; ex 
irpeducübilita^e ifisius *(^/*",im„)- ßfllwM»iulliCa»,j,.j^(^) .^qo tai|tum per 

^e tiMuli salÜeitt' tkdieülöült mintis qifam (3^:) icöhtiiilöt'i nndb W - '<• >^ 

Si yero tali modp identidem continuatnr, ;ion polest fieri qain posiremo ad 
expressionein nexio ^oan^* raüonalem.^t irr^doctibilcAnl ' •> 

sU perveniendnm^ quae exacle dividit jP(j7), ciijasque igilur gradus non polest 
snperare gradam ipslu^ iSr^iO?), Ha&bttti3 ifi!tiir> ;» :... .\ 

esset, i^(^) fMtorem quettdam rationalem «infetioTis gtMos liaberet^».id quod 
irredactil^tati ipsius F{x) omnino repugnat. Necessarium igitur est 

igtturque n per /e^i divisibilis. : i (,)' uii 

Q. E. D. 

Coro II ar. Si aet/uaüo algebraicä est fi^' ffradus, exsistente fi nu- 
mMTO primOf faule palet, in expressione a^e6§^aimy fiitmkfäc^aepuitfom 
satisfaciatm nuUaa alias radicalee exleriores qccurrere possn, quam quae 
exponentem fi kabeM. 

His omnibos demonstratis, proposita jam'^ft'iii6qukäö ir^cfätf^inMHs /i^ gtbdüs 
28. a^4-|W8^'4-yar''-' + .... + te+ii = 0, 
exsistente /i nomero prino. 0i haeb^'MquvHo t^fiibriri^ resotoMttg fci^ satis- 



faciat ei necesse est expressio quaedam, qoae sub forma genendi exfirasdio-* 
num algebraicarum, i. «. süb forq^a generali expi^^snonis a^ebraicae n^ ordinis, 
subsummari potest. Ex vero theoremate VIL seqnitar, nt in hac expressione 

]/ nnica sit radix exterior; i^ütr » heqaatio (38;)' algebi^ce MaohibaiM Mt^ 
neoesse est^ valtfrein i^siM'iiiir'kano föt^^ . j' , : 

(ubi nullas radicales non necessarias bccürrere supponimns), exsistentibus a^^ 
%, %,..... ä^^i el# algebnEd^8^öfSaienttam>:^ny> ;,M. ^/i « fv^^ 

Jam vero prinhim- deüioiiilt^tyMttius, esse onikes o^v <^9 ^^9 • •• • 0u4 
functiones ratiofutl0ä ipsiu*- ä' 9( eoiffidmtium p^, ^,\.i; t, *: Nam pop». 
natur contrarium; .topc in übt ^9 ^9 •«•• tf^.i\ exs|alat nMesse est radicalis 
quaedam, qoae in i9 npjLipcc^rritiP cigos vero expoiiens> Ji^u potest fif^fi.q^ 

Sit fi (ex coroU. Tb. VIL). '^Posita bac radicali 4^, sit 



1 2 11—1 



seu in genere '^ "■ *'^' 

Si porro per an(w) designenras quod 0X-4r^ i^ li trA^^'') loco /^ ibi sub- 
slitnimus i. e. -iü'-.'i/ii. >>, .-j.; ■■ii:rii!-:i,.i 



te/i-l ' 



31. «a(m>) =^ S ri*>ir'>, 

• 32I' " W(i^j+^^^^^^ 
radix quaedam sit aequationis (28.). .Ex eodem vero tbeoremate habemus has 



94 ^Mwlmm^nß in s^lfMonem Aequaiionum Algetraieantm DiätpUAiio» 65 
33 / JL i. /^-i 

qnae radices, cum non plures quam fi esse possint, Sequilar ut radix illä (32.) 
inter bas /i radices sit quaerenda. Exsistat igitur necesse est talis r<iti, ut sit 

S a^M;*'^.*^ = S av(w\'Sf, ^ 

f 

unde ex tbeoremale I. 

seu ex forraulis (30.) et (3t.) \ 

atqi^ Jude (theor. L). \ 

quod necessario postulat ut sint omnes cf = 0, praeter iUud unicum, quod pdr 
C^*^ signabimus, ubi i talis est, ut ^^^ — i^O (mod. ^). Hinc vero sequi- 
tur ut sit , . , » 

..... : .,. :. ■i.e. ai.=.4i(Är • • i . 

(nbÜAJlft noR iwi ii|tegi:ae dignitßtes ipsius A oqciurrttiit); quod Yero ia (39.) 

dsotfim pra0^0r0t 

•■•; '^ •34Vi' •*' i='i*,-|- J,(AO^.^^+ J^ÄT-^ .... + i^.i(*^)^-^^^ 

quod tarnen suppositioni Uli omnino repugnat esse in (29;) ir^ radicaleia ne- 

eessariam ^^). Non polest igitur in Oo, /ii, ii2, o^.i uUa radicalis occur- 

rere, quae iiönin^^ occurrit, 5eu, quod idem valet, nön potest fieri quin in 
expressione (29.) (igiturque etiam in expressionibus (33.)) omnes ^), n^, 
Os, a^-i functiones rationales sint ipsius s et co^fficientium p^ q, .... l^u. 

1*) In memoriam est revocandum, quamquam 

lamen neque /6 neque /c radicalem necessariam es^e, sed imicam illam radicalem y{bc) 
esse necessariam. ' •: :! 

CreUe*! Joarnal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 1. 9 



66 S* MmlmBien, m soluUotiem Aequatimum Mg^aieatmm DUqmkitio. 

Cujuß rei jam facta demonstratione, cum praeterea ex (33.) addendo eruitar 

35. fuio = J?i-fa?2+^3 + --- + ^/i = —P I 
hoc proponere possumns 

Theor. VIII. Si aequatio irreductibitis fi^' gradus 

36. ar^+/>ay'-'4-yay'-'+..-.+te+ti = 0, 7 
exsistente fi nufkero primo integro, algebraiee sit resoluHßs, radices hujus 
ae^yßümU eruni 

37 / « -i - 2^ 

^ •W = — ^+<P,(«V.«^+y,(*)w*-«^+....4-y^_i(*V(^-".*'' , 

i. 1 £-1 

ti&i « functio quaedam algebraica est coefficientium p,q^.*^^t,u, atfm 

9^1 W 9 9^2(^)9 9^/1-1 W funcüones rationales ipsius s et harum co€fß^ 

Oi0utiun%. 

§. IÖ; 

Jam propius examinemos expressiones (37.), quae quidem tunc eliam 

aequationi (36.) satisfacient (Theor. IL)) si radicalibas quotlibet in s valores, 

qui earum sunt, qooslibet tribuimus. Com autom huic aequationi non plures 

qnain fi radices sint, non potest fieri ut novaa hnjua aeqnationis radiees iki 

habeamus, quae non inter (37.) inveniunlur. Quare si per s' deaigiiamus qnod 

ex ^ fit, si radicalibus quotlibet ibi oocurrentibus alios quosdam, qui earum 

sunt, valores tribuimus, exsistat necesse est talis aequationis 2^ — 1=0 radix 

imaginaria fi7^, ut sit 

'' " i. 1' ' ' ^-* 

38. ^'^^tp,(s')w''s^^^^qh(s^)w^''^s'f'+....+q^^^t{s'^^ ^ 

unde, ponendo successive 

1/ = 0, 1, 2, •.•. At~l, 

babebimus, sublato termino — — : 
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/ 



.39. 



"' -1 ■ iL ' //^i 

== yiWtt>i-«^-f y^WtrJ-«^ + ...'. 4-yA-iW««^"'-^^ 9 

• i . £ ■ ■ • üzL 



/*-i 



Quod ad ^ adtinet facile patet, non plures (gaarnquam fortasse alias) ibi con- 
tiaeri posse radicales quam s. 

;.',■•■ ■' • 1 . ■ . ' ■ ^: . ■'■■•■ X- i ■ . 

Jam vero (9X^39.} T^o^^^^P^iu^ I^Vr(ß[)^'^ qiiaeramii3. Quem in 
finem mnltiplicemas formulam secnadam per w% tertiam per w^'', quartam 
per w^'', et sie porro. Addittone inetitiita obtinebSiif s 

2 

i. 

4 ^ (*) . »^ (»8 +fp! • «r* +t^. «»•*■ -f . . . . f «1^, . ipT««r-)'j . 
sen> brevitatis caasa posito 



t*<Pr(s')'S"' , 



jSiri 



iV(l,r).y,(«).«^+2V(2,r).y,(*).»^ + ....-|-2V(At-l,r).y^_,(»).* /• , 



id «t 



;i.JL- 



42. ^ip,(j^)'a^f^ ==. S .^;(i,r).yi(*).#^. 



iasl' 



exsistente 9)i(«) functione quadam rationali ipsias « et codfficienüam aeqaa- 
Uonis (36.). 

9» 



68 2« Mmün9ten, in eoluHoHcm Aequaiitmem Algebrmeamm Btmf^driHo. 

Elevemus utrumqoe formulae (42.) membram ad ^; nnde fit. 

ubi vero, si 91 ad simplicissimam suam formam est redacta, facile patet omnes 
^19 ^2) •••6^-1 nihilo aequales. esse. Nam ei ponatur Gonbrarium, ^xpressio 

quippe qaae aequalis sU' (jiq>r(y)y s'" (ubi non plures radicales quam*; in s 
occnrrere polest) , radicalibüs humero paucioribns exprimi Rosset, ]g|tarque ad 
simplicissimam suam formam non esset redaota. ExBistentibus igitnr.in M: 

Äi = ij = A3 = . . . , = b^^i = 0, 
si aeqoationem 

• 44. «^—31 = . ; 

consideramus , quae factorem habet 

:• .. 45.v.-^-'T'iV(vr)y4(4)-,»^/'= ; :-.-.^ 

manifestum est, in (45.) occurrere radicalem ^^ quae hon in aequatione (44.) 
occurrlt; unde'^et theoremate V. sequilnr, ut *^— üf etiam per 

exacte diyidi possit, quod tarnen fieri non potest, nisi aequatio 
.46. p-C^-^f/^^^^ 

(p^tinente signo D. ad a^) com (44*) omnino .eat idemtica. Sunt autem ra- 
dices aequationis (44.): 

atque radices aequationis (46.) : >.; .: ' ., m < 

48. TW(i,r).(^i(ir).ys '^"'iV(i,r)»9)i(*).«>'.^, TiV(i;r).yi(^)'.fi,^'.«^ 

issl i=l i=l 

Quae cum ita sint, ex identitate aequationum (44.) et (46.) sequitur, ut una- 
quaeque ex /n qoantitatibus (47.) cprrespondentem et secum identicam inter 
fi quantitates (48.) habeai Exsistat igitur necesse' est talis v^<ifi, ut sit 



ial 



S^o ^MttMtten^ in »oMionem Atqua$Unmi Mg«brakarwf^. INf^Mikifj«. 69 
qao4 «iin'(4!^>' coB^mtam pMfliwt 'i i -• ' • j 

2V(l,r).ip".y,(*> = ^(l,r).ie.y,^(*), 

iV(,',-l,r).M.'^y,,_,(*)==^^(r,-l,;p).«,'^^^^^i^,(^),,.. „ 

• •■ , • ■/ ■ . .' :■ <-• ■■■'.,•••.'■. ... 

lA^'igadr'- ■' •■•""^^ ■•■■ <-'-'^ • • ' ■■' •■.■ '■^■- ■■■■■■■■ ■"■• ■■■ 

y,(»).Ar(l,r) = 0, y»(*).JV(2,r) = 0, .... ■9>;^iC»).N(''-l,r)Ä^^ 
y.,+.(*)-A^(»'r+l,r) = a, . . ; r- ..;.,• ;,• , 9'pi(*);^^(j«-l,'') = 0. 

Qood vero in (42.) dactam praebet ^ ' '" ' " •>•'."' j . 

50. /*y,(»').*''' = iV(n,r)-y,^(*).«^. 
Hinc vero, si snccessive / ' 

fadmas, obtinebimus 

•''"'^ ''■' • "* •/U94(*').V^'=^'iV(y„2):y,,(*)-^. " '■""•■ "' 

V 

otff^ ikd(i(mdo,a4l^Ttate prima fornnitettän (89;): '^ \ '•'■ ■ < >' j ^ > 

•>--.<)ii iHi.: ihlivi.,' ^ -,. .;i ■. .• • ■■^■: . i. .i'.-, i:,: ! ,■ i !''iC<i"'j iii :;i < . U;,.-. 

\ .. .\ .. .-. ■.•..-f-y;-i(»)-<-'-*'') 




In hac vero formula fädle p6rspicihirvrMn.#amtf^mi.d|u)8 ienmoB . . 

53. N(h,*)-9VjtW-^ et N{Vi,,if).<pyj^,(sys^\ 
ubi ]/^=^^/, exsistentibus kel/^ diversis; quia tunc ex (5fl.) f e yoro l i ry ut etafet 

igilurque ex theoremAte I. * •' '" 

54: (pu(s') = et <p^(0 = 0, 
quod beneficiö (51.3 praeli^et- ' • •• ~ 

^{nk):q>r,{sys'^=^q et iV(nM*')-yv^,(*);*^ =0, 

unde patet revera n(^ in ($2^ j^s£iist^e duo^ iUosJermin<^S|C53^0v. ^"^ ^S^'^^ 
in Omnibus terminis, qui in dextero aequationis (52.) membro revecf) e^isfimt, 
diversi ooines^ 3«n.t numeri w * . ! . 

sequiiur ex theoremate I. , ut in genere sit j ..,..,, ^ ;•; . , , .,,,, 

^i^P^P) = t^'^l'i ' ' ' 

atque inde » u-, 

55. \l^{y,,pf =^ /e^ .'• -. -.i-. :•• . ..• . .::: 
pro Omnibus ipsius p valoribus, pro qulbitt- 

seu (quod ex relationibds (51.3 ^^em^ Vblel} (ppijif) ndn eva^iescit. 

Jam vero si fonnula (^0) ad ff elevatur, mutato if in p, obtinebitur 
beneficio formulae (55.) ^ 

w*')rvp *= [9-.»^ *>, 

atque inde, exsistente m numero 

pro onmibus ipsios p y^^otxhü^^^^to.fffjl^w^..^^ 

snpra jam in promtn positum est, pro ejusmodi ipsius 7^ valoribns non posse 
fieri quin i^p. diverdoeVBlores <>;jU.praebest^ si ipsi^^^ diveiBi trihnantur in- 
lores;timde igitur, si per 

. ^ ' 57. k^ kp^ kff , . • • • k^ 
omnes ipsius p ydojTes. <Cj[f ^esi^p^us, pro ^rübus fJj^) i^^^-evanescit, ex 
formula (56.) condudi licet, cum q>p{s^) et (pp{8) non nisi simul evanescant, omnes 



D quolibet integre : \ 



senem valonua (S7.% fnanqnam alia ordine, reddere. Qrme con ita sini, ne* 
cessario , habemus . \ 

atqne adjuvante formul« t!^6.) : 

atque denique in generif, evaiie(»GeDtiInis 9>p(«) ei^^(^0 pro ceteris ipsius 
|9 valoribus: ' . ; 

pal isl 

■ t \\, . , '■ ■ . ■ . . : . , . ;.. j _. j . .. . ( .... 

seu positis brevilatis causa 

58. i<p,{s)y.sP = R, et (<Pp(*'))^>«^ä;: 

59. "^''jR'fT ^'T'b;. . 
p=i p=i 

Jam vero -aftMrvare Kcet, respectii ad (58.) habitd,' radioes aequatio- 

nis (36.) in hac gmerali formola oonlineri . 

ubi de qnantitatibus 

6t. Äj, ilj, Rjj ,... /l^_i 
deiQons(ravimQ9 esse 

exiristente /i numero quolibet integre ^^). Est vero in memoriani revocandum esse 

nihil aliud quam quod ex (61.) resultat, si quibuslibet radicalibus ibi occurren- 
tibus alios quoslibet, qui earum sunt, valores tribuimus. Demonstravimus rgitur 
esse qnantitates (61.) ejusmodi et summa ipsarum m**"'"* dignitatum immutatu 
muieiEil/si quaslibet ibi occurrentes radicaled supradicto modo mutamus. Hoc 
vero nihil aliud sibi vult, quam ut cofifficientes aequationis (36.), quarum fuhctiö 

^*) Höe tarnen hotf tia eil itilerpretahdom, quasi önnfaio periiide esselV' quosiitai 

iatiur ^N»M8 ipsiifa f. valores in (600 eMgamos. maime Yero; cum dixinus ri^diees aequa- 
tionis c9o.) in formula (60.) contineri, nihil aliud dictum voluimus, quam has radices inter 
Ttlores expressionis (60.) esse quaarendas. 



summa iUa est, noii nisi rationaliter.Sbi adbtineaiifari^ip. 4* !«tj suitamh illaiii ' 

riiUoBalis sit functio coäffi^iratidipvaequatipniSj.(36.)). >.{ | .. •, . i| 
Ponamu3 iam >,, . ^\» 

Rji Äj A3 4" BiÄiÄ4 -}-•••• •4~Ä^-3« Ä^-2 'Ä^ 

tunc constat, omnes^^ B, C, T rationaliter in 8^^ 82^ S^ ete^ esiprimi 

posse, igiturque ess6j £f^ii€i|tioiiei^ mtiqihales coeffic^ntipim aeqqationis (36.)- Cum 
vero insuper quantitates (61.) (i. e. quantitates sub radice }/ i|i C^QOp radices 
diversae sunt aequationis 

hoc jam proponere possumus detnonstra^iiln ' 

exsvttente fi nam^o primo mtegrni algeffrßice sit resok^ilis,{itHidices ejus 
hanc formam habebunt 

tiit üji, II29 ^3? R]i-^i radices aeqtiationis {i^—Xy^ gradÜs'siitUl''h^^ 

coeffidentes rationalitef ex äätae aequationis ' cogfjficienlibUs süht fot^natae. 

Quod quidem, comparp.tione cum ,üs facta, quae pag. 48 proposita sunt, 
facile videbis esse 1 '"''"* theorema Abelianum. 

-.! I...... :ni ■';!'. :'!/: :■ ' -;i" i- .. - !' \vi .»>^ . ^ !:«:•;, iir?:!?: '.'/Av. lijüi: 

..i'i^i >:.:ijli7i;"!.-fjM. {••,(? . .nii''.;,'! •• -'• a'.\:^a .»v-w- ."i"» ■ *:■ ...■•' ":»0 - '.^-j. i-fü! 

Benqücio theoremalis EX.. possumus janr directo. modo .demonstrare hoc 
maximi momenti, .., 

Theor. X. Äequatio irreductibilis fi^ gradusj ewststente f^- nu^ 

mflmfmkß,^ nm^-,.if8tumi§pmfi^ ali^e^^mie ßrtfßßivbi^^^mi^ 

smt hujus formae:'' '^ ''"''* '*' ' '" /.;^Vy:•::■.r/^.>// (/./»" 'iMoJyi/iÄ.^ 
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i. 2. /«-'• 

a?i = — -£-+ <pi(s)'S^ + ^iC»)-«^ -f-.-. + y/'-iC*)'*'' 1 

a?2 = - -^ 4- <piis)w . »^ + y,(*) ic^*" + . . . . + y^x(«) ir^-' •* '' , 

ande si secundam harum formularum per w^, tertiam per w^'', quartam per 

w^^ etc. mulliplicemus, addendo habebimus 

i 

seu secundum nolationem nostram (58.): 

atque inde, si successive k = 1, 2, 3, ... .^ — 1 ponamts, 

62. ^ «3= l{ar,+u.-^^, + t/>-«:^3+....+ll^-^-*>;^^}^ 

Jam vero ex theoremate IX. hanc facile licet derivare conditionem, sine 
qua aequatio non esse potest algebraice resolubilis: uriamquamque rationalem 
et symmetricam ipsorum üx, jRs? •••• Rfi^i funetionem rationalem etiam datae 
aequationis coefficientium funetionem esse debere, i. e. symmetricam ipsorum 
Xi^ X2^ X3^ . .. . x^ funetionem. Ad theorema igitur nostrum firmandum sufficit 
omnino demonstrare expressionem 

63. JBi 'R2' /I3 • • • • Ä^-i 9 

exsistente iii>3, revera non in genere esse respectn x^^ x^^ x^ sym- 
metricam. Quod ut fiat, multiplicemus formulas (62.); unde erit 

64. Ri^Ri'Rz* •• • Rf^i 

CreUe*» Journal t d. M. Bd. XXXIV. Heft 1. 10 
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atque si in dextero membro x^ et X2 inter se permutamus, habebimus expreasionem 

''''{X2'\'W-^''^Xi'\-....'\'W''^''^f"'^X^y, 

quae, si esset expressio (63.) respectu Xi^ X2^ .... x^, symmetrica, omnino 
identica esse deberet cum dextero formulae (64.) membro. Hoc tamen fieri 
non potest, nisi exsistit tale r<C/^9 ut sit 

(x,-\-w'-'x2'\'W'-^x,-{'....+tv-^'''^x^y 

id est 

Xi -f W~^X2 -{- w'^Xz -f . . . . -f vT^^^^x^ 

\p et r <^). 

Huic vero aequationi in genere (i. e. exsistentibus o^i, ots, . . . . or^ a se 
invicem omnino independentibus) non satisfieri potest, nisi aequalionibus 

simal erit satisfactum, quod tamen fieri non potest si ^Z>3. Aequatio igitur 
^^' gradus, exsistente fi numero primo, non in genere est algebraice resolu- 
bilis si ^>3 est. Q. e. d. 

Upsaliae d. XXII Apr. 1846. 
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4. 

Die Lagrangesche Formel und die ReihensumminiDg 

durch dieselbe. 

(Von Herrn /. Dienyer, Lehrer der Mathematik und Physik an der hohem Bfirgerschule 

za Sinsheim bei Heidelberg.) 



Hie Fonnel sf 'cos^^^^^^ — ^rp{H)Bu stellt eine, nach den Sinus und Cosinus 

\%/ et 

der Vielfachen eines Bogens fortschreitende Reihe dar, wenn tTo und i#i be-^ 

stimmte Gröfsen sind, und JS die Summe der Werthe bedeutet, welche man 

1 

erhält, wenn man n die Werthe 1,2, oo beilegt. Diese Formel läfst 

sich durch einen endlichen Ausdruck geben, unter gewissen Bedingungen, die 
wir naher bezeichnen werden. 

Ist ti„ = — a, t/x = -f^^ ^ö findet man, unter gewissen Beschrfinkungen : 

f^^^ = 2^/'V(")e«+-il/%os'i:i(£=:^V(«)5»^ 

Diese letzlere Formel läfst sich, wie bekannt, auch direct herleiten, wie es 
z. B. Poisson in seiner Mechanik §. 325. thut; allein es sind diese directen 
Herleitungen meistens schwierig, indem dabei leicht Manches übersehen werden 
kann, was unumgänglich angezeigt werden mufs, um die Grenzen, innerhalb 
welcher eine Formel gebraucht werden kann, zu bestimmen. Es ist daher 
immer rathsamer, nicht die unendliche Reihe aus der Function selbst zu ent- 
wickeln, sondern diese aus jener zu bestimmen, oder, mit andern Worten, die 
unendliche Reihe blofs zu summiren. 

In dem Folgenden sind bekannte Sätze mit aufgenommen worden; auch 
hat man frähere Arbeilen benutzt, ohne dal^ man es nöthig gehalten hat, die 
jeweilige Quelle anzufahren. Es werden alsdann eine Reihe von Anwendungen 
auf Reihensummimngen gemacht, bei welchen die Grenzen der Galligkeit nach 
dem Vorangegangenen leicht zu erkennen sind. 

10» 
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%. 1. 
Bezeichnet e eine unendlich kleine Grörse, so soll f{B) eine unendlich 

kleine Gröfse von der Ordnung r heifsen , wenn ^^ unendlich ist für n > r, 
Null fOr n<i^f und auch Null, aber nicht unendlich, für n=^r. 

Eine Function /"(j:) soll conünuirlich heifsen zwischen den Grenzen x = a 
und x=ß (wo /?>«), wenn fix-^-s) — f(^x) eine unendlich kleine Gröfse von 
der nämlichen, oder von höherer Ordnung als 6 ist; vorausgesetzt, dafs x jene 

gegebenen Grenzen nicht flbersteige. Dann ist also ^ ' ^ ^^ eine endUche 
Gröfse, oder auch Null. 

Ist aber f{po-\'B)—f{x) eine endliche Gröfse, oder unendlich klein, 
aber von niedrigerer Ordnung als 6, so soll f{x) für diejenigen Werthe von x, 
für welche solches Statt hat, discontinuirlich heifsen. x wird dabei immer 
^a und ^/i vorausgesetzt. 

So ist z. B. /(l — x^) discontinuirlich für a7* = l oder a7== +1, denn 
es ist, wenn /"(j?) == 1^(1 — x^) gesetzt wird, 

also f^^-^^^—f^^^ unendlich grofs. 

Hat /^(•^+^^-A'^') einen endlichen Werth (der auch Null sein darf), 

so nennt man diesen Werth den Differentialcoe/ficienten und bezeichnet ihn 

durch f{f€) oder ^^• 

Hat also f{x) zwischen den Grenzen x=^a, x = ß lauter bestimmte, 
endliche Werthe, so hat auch f{x) endliche Werthe zwischen jenen Grenzen 
von x$ dann is» f{pC'\-€)—f{x) von gleicher oder höherer Ordnung als f, 
also f(jx) continuirlich, zwischen jenen Grenzen von x. 

Ist f\x) selbst continuirlich zwischen den Grenzen a und ß, so hat 
es innerhalb dieser Grenzen lauter endliche und bestimmte Werthe; also ist 
alsdann auch f{x) continuirlich innerhalb jener Grenzen. 

Ist die Gröfse fXpo-\-B)—f{x) positiv für ein positives e, so wächst 
fipp) mit Xf ist sie negativ, so nimmt f{x) ab, wenn x wichst. Im ersten 
Falle ist f{x) positiv, im zweiten negativ. Ist demnach f\x) positiv, so 
wächst f{x) mit x; ist f{x) negativ, so nimmt f{x)ib mit wachsendem x. 
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Ist also f(x) so beschaffen, dafs es Null ist fär a? = 0, und ist für 
den nämlichen Werth von x, f{x) positiv, so wächst f{x) mit x und ist 
somit positiv für ein kleines positives x; ist aber f{x) für den Werth 07=0 
negativ, so ist f{x) negativ für ein kleines positives x. Bleibt f'{x)^ von 
x=zO bis 'x = k, immer von gleichem Zeichen, so ist f{x) positiv für 
x':>0 und <CÄ, wenn /*'(0) positiv ist; negativ, wenn f (fi) negativ ist. 

§. 2. 
Es sei f{h) gleich NuU für ä = 0, und es habe f\h) von ä=0 bis h = h 
lauter endliche Werthe, so ist auch f{h) continuirlich von ä = bis h^=h. 
Legt man h in der Gröfse f {h) alle Werthe von bis h bei, so wird f{h) 
einen gröfsten und einen kleinsten Werth erlangen. Es sei a dieser gröfste, 
b der kleinste Werth, so \slf\h) — a im Allgemeinen negativ, f{h) — b positiv. 

Aber f\h)-a=^^^^^tz^ und f\h)-b= ^^^j^: also wird, da 
/•;A) — ah und f{A) — b (A) Null sind, für /<=0, f(h) — ah negativ und f(A) — hh 
positiv sein, für ein positives h; folglich auch -^^ — a negativ und -^--^ — b po- 
sitiv, mithin immer -^^ zwischen aund b. Legt man nun dem h in f\h) die 
Werthe bis h bei, so erhält man aUe Werthe zwischen a und b^ folglich auch 
den Werth von -£^. Ist demnach eine Zahl, die nicht gröfser als t ist, 
so wird man setzen können: 

fS^^fißh), folglich f^h)=^hf{eh). 

Es sei nun f{x) immer endlich, und bestimmt für alle Werthe von x 
zwischen den Grenzen a und /?, so ist f{x) continuirlich zwischen jenen Gren- 
zen, mithin ist, wenn x und X'\-h die gegebenen Grenzen nicht überschreiten, 
f{x-\-h) — f{x) endlich und bestimmt. Aber für ä = ist /{x -{- A) — f{x) 
auch Null; bIso ist, nach Dem was oian so eben gesehen: 
/lX'\-A)—f(x) = hf{x-\-eh) oder 

1. n^+A) = fix)+Ar(x^eu). 

$. 3. 

Setzt man in der Gleichung (1. $.2.) f(x)=z/F'(x)dx, so giebt sie 

2. fF{X'\-A)dx = /F(x)dx'\'AF(X'\-OA), 
wenn F(x) zwischen den Grenzen x = a und x = ß nur endliche, be- 



78 4. Dienger j über die Lagramgeseke Sutnminmgsfermel. 

stimmte Werlhe bat. Alsdann giebt die Formel (2.) innerhalb jener Grenzen 
Von X, wenn x-^-A diese nicht überschreitet: 

fF{x^h)dx^fF{x)dx = hF{x-\-eh) oder 
3. f'^'Fix) 8x = AF{x + eh). 

X 

Ist nun h eine unendlich kleine Gröfse, so erhalt man aus (3.)* 

f^'F{x)dx = €F(a + Ö6), 



a+2« 



y°^'"F{x)6x = cFC«+(n— l)e+Ö6), 

wenn /i=a-f^f- Addirt man die Gleichungen (4) und erwägt, dafs 

f'^'F{x)dx-\^y^"''''Fix)6x']-....'\-y^^ F{x)dx =^f^F{x)dx ist, 

SO erhalt man 



J^F(,x)dx 



= 6[F(a + öe)-fF(a-|-£-fÖ6) + F(a-f-26+öf) + .-. + i^\/3— « + Ö€); 
wo zwischen und 1 liegt. Wenn aber « unendlich klein ist, so n&hert 
sich diese Gröfse offenbar dem Werlhe 

4F(a) + F(«+6) + F(« + 20-[-.... + F(/?)], 
also ist 

5. f^F{x)dx = ^[F(«)+F(« + + .... + i^(/?)], 

vorausgesetzt dafs F{x) zwischen x=a und x = ß endlich und besliiDinl sei. 

§.4. 
WennF(a?) von x = a — e bis j7=^a-|^i: endlich ist, und esistF'(:r) 
für x = a unendlich, so wird im Allgemeinen F\x) für x = a — € nicht 
unendlich sein. Also wird man haben: 

F(a-e^A) = F(«-0 + ÄF'(«-€)-f ||F"(a^*+Ä)+...., 

wenn A nicht :> 2e ist, und auch F'\a — e-\'A)vL.8. f. endlich sind. Dann iat, da 
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a— * 

F{x)dx endlich und bestimmt, indem die Reihe ffir t\a — B'\-h) 

a— * 

rasch convergirt. Desgleichen ist 

endlich und bestimmt, wenn die Werthe von y^{x) zwischen x=^a — f und 
x = a-\'€ endlich und bestimmt sind. 

$• 5. 

Wir wollen nun den Ausdruck 

6. JSj cos — ^ -f{u)du 

untersuchen, indem wir dabei voraussetzen, dafs f{u) fflr die Werthe ti = if) 
bis ti = tii endlich und bestimmt sei. a, tTu, ti^ sind bestimmte, endliche Zah- 
len. Unter diesen Voraussetzungen läfst sich zunächst leicht nachweisen, dars 
der Ausdruck (6.) immer einen bestimmten Werth hat, welcher endlich ist. 
Es ist bekanntlich 

also 

-] sm — ^— ^ A (H)) 

Mo 

mithin 



_ «A^^i) j * . nn(x--u,) 



n i n 
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Bekanntlich ist aber 2 — sin ^ '^""^' , so wie 2 — sin ^ "^"^^^ , 

eine bestimmte, endliche Gröfse. Sind die Werthe von f'(u) endlich, zwischen 
tio und tii, so ist nach (§. 3.): 

y"'isin ""^^-"> r(«i)ati 

=/"' 11 sin ^=ü)f («)e«. 

Aber ^^sin ^*^ «~** *^* ®"^^ bestimmte, endlidie Gröfse, also ist es auch 
-^ — sm — '— -Y'(fi)öii oder 2j — sm — ^-^ — 'f{u)du. 

Mo ' * Mo X 

Fafst man das Gesagte zusammen , so zeigt sich , dafs der Ausdruck (6.) 
immer einen bestimmten Werth hat und dafs also die durch ihn dargestellte 
Reihe immer convergent ist. 

$. 6. 

In dem Vorstehenden ist die Bedingung gemacht, dafs f{u) endlich sei 
zwischen tig und u^. Diese Bedingung ist aber nicht unerläfslich. Denn es 
werde z. B. f{u) ein einziges Mal zwischen tiu und tii unendlich, z. B. fQr 
x = k, so ist 



2* / cos — ^^ 'f(u)du = -S/ cos — ^^ 'f{u)öu 

«0 "o 

+ -f y COS — i-^^ ''f{u) du 

+ -2y COS '— i/"(tl) ßll. 
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Die erste und die dritte dieser drei Grörsen sind nach CS-, 5.) endlich. Die 
2;weite,j9t gleich ^i . 

^J ^^^ ^ a f^^ — * + Ä) ^Ä^ 

nach (§. 4.). Entwickelt man nun /"(Ar — i-^-h) in eine rasch convergirende Reihe, 
so sind die Gröfsen « 

endlich und bestimmt, da sie allen Bedingungen in (§. 5.) entsprechen; es ist 
also auch die zweite der betrachteten Gröfsen endlich und bestimmt. Der Aus- 
druck (6.) hat demnach in diesem Falle doch einen bestimmten Werth. Dasselbe 
findet Statt, wenn f(u) mehrere Male zwischen Hu und ti| unendlich wird. 

$•7. 

Um den Werth des betrachteten Ausdrucks zu finden, bemerke man, 
dafs, wie in (§. 5.), 

^p^,^aikzz^f^u)du = nriu)du2cos^^^^^^:^ ist. 
Nun ist aber nach bekannten Formeln: 

also 



= -i/ n-)SH+ir ' mau, 

uo J »ini— ^ - 



worin n gleich oo zu setzen ist 

Man findet aber, wie in (§• 5.), dafe 

. .i„(„+^.(£rJ!) ■».(.+ti«(^) ^^_^ 
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Ist also : endlich und für alle Werthe von II twitbh^in flu 

sinlni ) 

und Ux bestimmt, so erhält man hieraus: 



/ 



".sin(«+i)n(£^) , ^ , ., »(.r-n.) ^. \ 



.^ sin 



*<^) 



_ 4, .iL/-'e,,(»+j,,£-._J^!iSf.a.. 

Unter diesen Bedingungen ist also fflr n<=oo: 

/"isin(w + ^);r(:^-=^*) 
, ' V W^^ = und 



t«o 



'Cmk^)) 



Ist ^ 5! nicht immer endlich zwischen den angegebenen Gran* 

zen, so beweiset man, auf idie iti (§• 6.) naher lieleuchlete Weise, dafs das 
angefahrte Resultat doch Statt hat. 

S. a\ ' 

Das so eben gefundene Resultat gründet sich auf die Voraussetzung, dafs 






endlich und beslimiiit s6i, zwischen tio And tr^. Nun ist es aber möglich, dafs,' 
je nach dem Werthe von x y zwischen tio und tii. Werthe von u von der Form 
^±j^ra li&gen, f||lr welche olfeibar dt^es fieistimmtsein aufhört. Man nehme 
an, b!i geb^ zuerst einen einzigen Werth von u zwischen f/o und ti| von der 



Form x±2ra^ so ist, wenn man, um abzukfirzßn, 



selzl : 



./•(«) = y,(u) 



/".V(«)5ii=/'*""-V(«)^«+/'*"''V(«)5M/"' v(«)5« 

was sich, wie wir gesehen, für ii = oc anf 

x±2r«— e Af+2r« 

zusammenzieht (§.7.), wenn man annimmt, dafs weder f/o noch t/| von der 
Form x + 2ra sei. 

Wäre tfü = a? +3ra, und mitbin sonst kein Werlh von u von dieser 
Form, so wflrde stehen bleiben: 

x±ira 

für i#, =j? + 2ra aber 

jr±2r«— e 

wo überall e eine sehr kleine Größe ist. 

Setzt man nun u=^x±2ra—hf so findet sich, wenn man bemerkt, 
dafs zuletzt 9==cx) zu setzen ist: 

/^ rp(u)du= -f ^^f^x±2ra-h)^A. 

Da aber e so klein, angenommen werden kann, als man wjU» so wird si^h 
f{x±2r^—A) Ükr ä = 6 bis ä = wenig <Di4ern, so d«fs man, wenn man 
den Satz (§. 3.) beachtet, wird setzen dOrfen: 

,"8in(n+i)^A 

" da. 






11* 



B4 ''• Oienger^ iiber die LagrmHgeicke SHmmirw^ysfmrm^. 

Nun sind aber far ein sehr kleines h, sinl-^A und ^—h wenig verschieden; 
also wird 

dh 



/ yi>{u)du = -2f{x±2ra)l ^ 

sein, wenn n=oo zu setzen ist, Macht man (n-f-^^)— A= Ä, so sind die 
Grenzen von Ar Null und oo, indem fflr jeden angebbaren Werth von A das 

/' sin(;i4-i)— Ä 
— 6A Null ist (§.7.)? fllso die Grenzen von A beliebig 
slni^A 
a 

ausgedehnt werden können. Man findet nun 

J yp{u)du ^ -—fix±2ra)J -^dk 

= + af{x±2ra). 
Auf gleiche Weise ist 

rp{u)du = af(x±2ra). 

x±2ra 

Liegt also zwischen u^ und t#i ein einziger Werth von u von der Form 
x±2ra, und sind tTu, ti^ nicht dieser Werth, so ist 

7. J/"co3 ^*^^^~^^^ /]:fi)gii = -\f^'rWdu + afix±2ra). 

Für Wo oder Ui=^x±2ra erhält man aber, wenn ferner zwischen Wo und ii, 
kein anderer Werth von «dieser Form liegt: 

8. l/'"'cos^^^^^%ii)Öii = -\/^'f(u)du+ia/lx±2ra). 

* Mo Mo 

Gäbe es zwischen tr,) und «i, diese Grenzen ausgenommen, die Werthe 
x±2ra, x.±2(r-\'i)a, a?+/2(r-f2)a, •... x±2(r-\'tn)a, so wäre 

Wäre dazu noch tib = x±2«a^ so wOrde hinzuzusetzen sein 

kaf{x±2say, 
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desgleichen, wenn Ui=: x + 2sa ist Wiren aber zugleich ti^ = x ±2sa und 
mi=z x±2^a, 80 wAre hinzuzusetzen: 

iaf(x±2sd)'\-laf(x±2s'a). 

$. 9. 
Selzl man «0 = — a, tii==-f^^ so liegt zwischen — a und -\-a ein 
einziger Werth von u von der Form x±2ra; was auch immer x sei. Ist 
nfimlich x= ±2sa'\-k, und liegt k zwischen — a und -fa (diese Grenzen 
eingeschlossen), so ist u für den Werth k von der Form x + 2ra. Dann 
ist, wenn k nicht =+a: 

10. jy'^'cos '*^^^~''V (ti)ati = -^f^nu)du^af{x±28a). 

Ist aber ä = 4'^^ ^^^'^ =— «^ so ist 

11. ly %os '*^^^~''V (ti) gtf = -i/"'V(ii)ett + i«/-(ar±2^a). 

Ist j?<;4'^ ^"^^ > — «^ so isl * = und aus (10.) 

12. l/^-cos^i^^Vwö« = -t/>(«)ö«+«r(x); 
ist aber a? = ±a, so eriiilt man ans (li.")' 

13. 4/''^"cos "''^^~"V («)a« = -i/>(ti)ö««4- *«/(*)• 

Die Formel (12.) giebt 

für x>—a und_ <: «. 

Die Formel (13.) giebt 

15. m = i./"n«)a-+| V"~.^i2^V(.)«« 

für j7 = ±a. 

Setzt man a^=^7ij so erhfilt man 

16. fix) = ^^yiu)8u^^s/^''co9H(x-u)f(u)du. 
für a?>— 71 und <[4-^» 
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«. 10. 
Selzl man in der Formel (14.) — = e, — = ii«3= t?, so erhftU mm 

a a 

Ist nun a unendlich grofs, so ist $ unendlich k)e]n, folgiicb^ wei)Q f{x) lauter 
endliche Wertbe von — oo bis -f op hat, alsdanii 

^/*'m8u = 0. 

— or 

Aber e 2 cofiv{x—u) == «[cos«(a7— ti)-f cos26(a?— tf)-f-....-f cosoo(ar— ti)] 

= y cosv(x—u)8ü = / cosv(x—u)dc, 

nach dem Satze (§..3.)- Also erhält man unter den angegebenen Bedingun- 
gen für fix): 

17. fix) = ^f^^f(u)dn/"cosv(,x-n)dr. 

§. 11. 

Setzt man aber in $. 8.: 1/^ = 0, t/i==4"^^ ""^ nimmt a?>0 und 
<« an, so ist in der Formel (7.) r=sO «ad raM erhilt: 

für ;p > und <C « und, wenn die Wertbe von /(ar) endlich sind , von a? = 
bis a? = cc. 

Die Formel i^%. 7.) gilt aber, wenn nai t/^^^Q, tii=:.a setat und 
x<CO und > — a nimmt: man erhält also 

j:f^\os'^^^^^^p^f{u^ = oder 

* u « ■ 

wenn ar>0 und <C4"« ^s*- 

Dividirt man (19.) durch a uad subirahirt von (18.), so erhält man 

20. /"(j?) = —f\J A«')ßwsm— jsm-j^, 

für ar>>0 und <«, wenn die Wertbe von f(x) innerhalb jener Grenzen 
endlich sind. 
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Diese Formel gilt auch für die Grenzwerlhe, wenn f{x) Null ist fftr 
j? =z= und x=^a. 

Setzt man a±==:7r, so erhSit man 

21. fix) ==^^±( f''fX^)du.sinnn)sitinx, 
für j?>0 und <C7r. 

$. 12. 

Gesetzt, es habe /*(ti) die Eigenschaft, dafs 

A-w)=/-(ti), 
so ist offenbar 

f^'f(u)du = 2f'f(u)du, y^y(uyaia~du = 0, 

cos f{yi)cu = 2/ cos f{u)du: 

also ergiebt sich dann au6 der Formel (14.): 

22. A^) = t/ A«^^*'+ ff (/"<^'>»^V(«)5«)cos^-, 

von ar^O bis a?<C«, wenn a eine positive Gröfse ist und, wie wir bei 
allen Rechnungen in diesem Aufsatze voraussetzen , f(w) innerhalb der ange- 
gebenen Grenzen endlich ist Fflr x=0 erhält man 

23. AO) = -^/>(ti)ö« + |i/'cos^V(ii)5ii. 

Setzt man a=^7r, so erhfilt man 

24. fix) = -^yyiu)dU'\^^I(y*''cosnU'f(u)du)cosnx, 

und für x^O bis x<C^' 

25. f{0) = ^y^yiu)du + ^If''cosnU'f{u)du. 

§. 13. 
Dto Femiel (30.) gesiaUet ^ivige UmgestaHungap, die wir atgebra wollen. 
Man setze a = 2k, statt n und o? aber ti-f^/ ^-f^> ^^ werden die 
Grenzen —k und -f ^ werden, und mithin, wenn man fix) und fin) statt 

/•(ar-[-Ä) uml fim+k) ^tt: 

für a? > —k und <: +*/ 
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also für ar=0: 

27. AO) = •]^±(/^^\ni^^^^nu)dn)BinHnny. ' 

Aus der Formel (26.) aber ergiebt sich offenbar: 

A^) = y-V A«)öw.sin — x^^'^*" — Tk 

und bekanntlich ist: 

sin Ü2i£±^ = (_!)- sin !!^ und 

Dies l)eachtend, erhfilt man 

28. f{x) = ^2J Y(«)öw-8in-7psm-j- 

, 1 «/'+* .j. (2»— i)»« (2m— l)«jr 

4-T'v A«)öM-cos^^ — 2F — ®**^^ — 2ir — ' 

für a7> — * und <+*. 

Für k=7i erhfilt man 

29. f(x) = ^:f/''^V(«)5«-8inntt.sinnar 

* —TT 

+ ^-^y"^V(«)5«co8l((2rt— l)tr).cosi(2ii— l).ar, 

* —71 

für a?>> — 71 und <C-f ^• 

§. 14. 

Dividirl man die Gleichung (19.) durch a und addirt su (18.), so er- 
hält man: 

30. n^) ^ l/^>(«)d«+|.l/'o«|S2!f/'(,)a..««^, 
für ap>0 und <«. 

Durch ahnliche Umwandlungen wie in (§. 13.) erhält man 
31. rcx) = ^f*'miuAr^ifJ'c^'-!^aM)i^.c«.ii^, 
Mp x>-*, <+*. 
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Hieraus erhält man, ganz wie oben: 

— i ' —k 

I < ^Z*"^*- (2m— 1)7»M^, ,*. • (2m— l)flA- 

+ Tf^ 8mi-^/-/-(ii)dii.sinL-_L_, 
für ar>— Ä und ■<+*• 

§. 15. 
Aus den Formeln (28. und 32.) findet sich leicht 

33. f(0) = —1 /'*'f{u)du'Cosi(2n—i)u, 

* — W 

34. AO) = ^/^ A«) ^« + ■^4/'^"*'°'"*"'''^")^*'- 

—TT * —TT 

$. 16. 

Hat f(u) die Eigenschaft, dafs f{—u) = —/"(«), so erhält man aus 

der Formel (32.) wie in (§. 12.): 

oc ^/ N 2 Ä /•* . (2»— i)w«-, xa . (An— i)nj: 
35. f{x) = -j^^J sm i 2k f^**^ ^" • ^*° 2* ' 

für x^O und <CÄ. 

Setzt man k = 7i, so ergiebt sich 

36. fix) = — J/'"sin4(2»— l)«/'(tt)aii.sini(2»— l)a:, 

für *^0 bis <n. 

§. 17. 
Die Formel (17.) giebt auch 

37. fix) = 2^y fiu)dU'J cosvix—u)dv 

— OD —00 

= 2" y f{uyemv(ß:—u)'dudv. 
— « 
Nun ist aber offenbar 

/OD 
sinr(ar— ti)dr = 0: 

demnach 

38. f{x) = ^Y^fulcosv(X'-'U)'\'isinv{x — uy}dudv 

— 00 

== J-Y' e^i''-^)ifiu)dudv. 

— 00 
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Hieraus folgt 

— » 

Aber nach (38.) ist 

— X 

also ist: 

39. f{x,y) = ^g^y"«"«'— >'.c"'0'-'.)'/'(tt,«,)ötiöpatt,ö»,. 

Dieses Theorem ist leicht auszudehnen , und man erhält 

— X 

wenn die Anzahl der Veränderlichen n ist, und f(x, y,z, — ) für alle mög- 
lichen Werthe dieser Veränderlichen endlich bleibt. 
Da aber offenbar 

/ sinfi?(ar — ti)-|-ri(y— i/J-f- — ^dc.Büi — == 

ist, so ist 

40. f{x,y,Zy....) 

= -(2^^ cos[r(d? — ti) + t?,(y — tii)-|-....]/'(ii,tii,....)eiiat>dtfiat;|.... 

§. 18. 

Die vorstehenden Resultate gelten auch, wenn man beide Seiten dif- 
ferentiirt, oder integrirt; vorausgesetzt dafs die entstehenden Werthe endlich 
und bestimmt, die erhaltenen unendlichen Reihen also convergent sind. Die 
Grenzen der Gültigkeit sind die nämlichen, wie bei den Formeln, ans denen 
sie abgeleitet worden. 

Im Folgenden sollen nun einige specielle Resultate angegeben werden^ 
die man erhält, wenn man f^x) bestimmte Formen beilegt. 

§• 19. 
Man setze in der Formel (25.) f(u) = f^, so erhält man (r^l) 

/Va„ = i^ „„a 

Jcosnu.u^^du 
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also giebt jea9,.For0Ml 

oder 

1 o — 1 yg^'' j cos(/<— l)fg . y^-^ . yt2r-4 ^ cos(n—l)n 

*• ^ — Y(2r:}-l)l 7 w» "(2r— l)!"! (2r— 3)!7 w* 

Setzt man also 

so ergiebl sich 

^' ^ ^ *' (?r+l)! "" (2r— 1)1 + (2r— 3)1 " ' • ' • (—^T^- ^ 
und hieraus 

= i-^-B„ 

wodurch Ai , B^, recurrirend bestimmt sind. 

Aus (2.) folgt: 

„rl 1,1 1 , 1 _ ig^-^l?. , 
^[iB^ " ^ + i?^"" • • • J "^ S'^' '^^^^ 



Addirt man, m «rgiebl sich leitet: 

1111 2*^"' _2rD 

12» 
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Addirt man (2. und 5.) und halbirl die Summe, so erliik man 

"• |2r T 32r T 52r r • • • • 2^'' 2 

wodurch die Formdn fQr die reciproken Potenzenreihen der natürlichen Zah- 
len gegeben sind. 

§. 20. 
Setzt man in der Formel (24.) fu = U', so erhält mftn 

/ u^du = ^7i\ / ü^'COsnU'du = cosütt--^, 

also giebt jene Formel 

^' = ^ + 4-2* 

oder 

7. -|- — ^ = — cosj7-f2^cos2x — g^cos3a?-f , 

für x^O und <C^- 

Für x = ^n erhält man daraus 

8 _f^— -1-1 1-14- • 

Setzt man in der nämlichen Formel /'(ti) = ti% wo r eine positive 

ganze Zahl ist, so findet man nach (§.19.) 

^r «*' lo-^ . r^rn"^*, 2r!>(2r— 2)«»-^ I ,,,,,2r...2-l 
^=2H^ + 2-^cos«.nL-j^-^ -^^^ ....(Ul)'+»_5^Jcos»x, 

für 07^0 und <C^- Setzt man also 

^cosnTi-cos/«^' i^ ' 

f — ^r — = ^^' 

so erhält man xur Bestimmung von Ki, K,, .... 

9. Ja?'' = |««4-2.6Ä,7r*— 2-6-5-4Kj7i»-}-2.6.5.4.3-2Ä3, 

]a?» = K-i-2'8Ä',7i«— 2.8.7.6if,Ji« 4-2-8 ••..• 4Ä37r'-2.8 .-.. 2Jt4, 

§.21. 
Man setze in der Formel (36.) f{u)=zu, so erhitt man 

y^'sinK»»— l)tt.«a« = (-p7;z:ijTsinj^(2n-1)-Tr: 
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also giebt jrae Formd: • 

a? = i-J— i—rin^^Caii— l)7r'sln|(2»— l)ar oder 

11 

10. \{xn)= sin^x — ^sin|a7-|-.g»sin|a?— , 

für ar^O, und <in. 

Setzt man in der nfimlichen Formel /*(«) = u^'^^', so erhält man 

= sini(2»-l)7.[^g^(2r+l);r^^-^2;j^(2r+l)..(ar-l)«''-^^ 

also ^ebt jene Formel: 

= lsini(2n-l)^[^^^(2r+l);r--^^(2r+l)..(2r~1)7,"-H.- 

• • • (-<)^ (2n^^U (2'-+l) • ♦ • l]sini(2«-l)x. 
Setzt man demnach 

11. slnj« — prsin|x-f glrsinlx— — iW,, 

so erhAlt man 

^(7ia?»-+») = 2'.(2r+l)7i'^i»f,-2*.(2r-f-l)..(2r-l)ji*'-'ilfj-f .... 

. . . . (-ir(2r-fl).... 1 .2"+»«,+;, 
and hieraus, zur Bestimmuag der üfi, iH^, .. .., . 
i^nx = 2Wi, 

\\na^ = 2^3;lW,-2^3.2.1 A, 
12. \^na^ = 2*'!'5?i*i«fx~2»:5..3ji^if,4-:^;"5.:.lJlf,, 

Utix' = 2'.77i«il!f,-2*.7.6.5n*ilf,-f2«.7...3n*i»f,-2«.7...1i>/,, 

Die Formel (11.) gilt für ä?^0 bis x<in. 

§. 22. 
Die Formel (7. $.20.) giebt durch Differenlialion (§. 18.): 
13. \x = sina? — isin2d7-|-isin3ar — |sin4x-{-.. .., 
für x^O und <iTi. ' 
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Durch Integration erhält man aus der nfimlichen Fopmel: 

1 1 

für x^O und <C^. 

Für a? = ist aber a = 0, also 

14. i*ff^ — tV^^^ = — sinjj-foä^^'^'^^^sl^^'^^^'f- 
Nochmaliges Integriren giebt 

*'4! 2! ' 

da », = tV- FOr a? = Ist 



|.^ gJ f-fl = cosar — j^cos2a?-f 3iCOs3a?-^ 



also 

15. ijj- jy j-^^-Bj = cosj? — 27COs2j?+^cos3a?— ... 

fflr d^ ^ und <; ^. 

Durch fortgesetztes Integriren findet man endlich: 

[1 1 1 1 

cosa: — 25pCos2a?-f gj^cosBa?— ^cos4a?4- J, 

= (-lX[«n^-52;+iSiIi2a?4-g5;:f|Sin3ar-j5;:pxsin4^ 
Die beiden letzten Formeln gelten für ar^Ound <;yt. 

$.23. ; 

Aus der Formel (10. §. 21.) zieht man durah Differentiiren : 
18. In =z cos^a: — |cos|a?4-ic<%s|j?r- ., . ., 
für x^O und <C7i. 

Aus der nämlichen Formel erhfilt man durch Integration: 

i^-gf ' ^ ~ — 2 [cos io^ — p cos |a? 4-51^03 |a?— J, 

für x^O und <;7r. . , 

Für a? = ist " 
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Setzt man aber 



so ist (§. 22.) 

also 



sina?— 25ifrsin2ar4-3ipj-8iii3a?-.... = (-lXF(2r + l,ar), 



l--^+55^- = (-irF(2r-M,i.T); 

mithin 

a = (T-2)i,r-iyF(ß,i7i) = 2F(3,i7r) und 

i^ff+2i?'(3,i7i) = —2[coslj: — 3jCosfa7-f-^cos|a?— ....]. 

Durch fortgesetztes Integriren erhält man: 

= (_t)'2*-»[cosia?-g5ipjCOsfc+^costar-. . . .], 

2Ö- i'"^-(^+2FC3,i^)^-^+2;i?\5,*«)^-^ + . ...4-2--F^^^ 

= (— lX2''[sinia? — g5;:p5 sin|ar4- ^5;q:5sm|x— ....]. 
Die Formeln (19. und 20.) gelten von a?^0 bis <in. 

§. 24. 
Setzt man in d«r ^ieidiang C^O.) a=a7i, f(u)=tu, so erhält man 

yV(«)^M = i«' und /'"cosnuf(u)äm ;» ?i^^'*"~l : .; .■ 
also giebt jene Fi^rmel: 

■^ '^ i^-Tir^ — ^ «081»* oder . . 

(0?-^^)^ = — 2[cosar-f gT^^s3ar-j-^cos54?4-. .. J, 

21. (4^ — a?)ia 5E= ioosx-f-jtCoaSar-f 5iCos5^-f , 

für x>0 und < ^. 

Setzt maa allgemein flu) = ü^"^\ so erhall man 

«"«a« = ±-^^ und 
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y "cosüti-ti^'^+^dti 



also gieht jene Formel 



_/ 4v(2r+l).^ 



X*''+» 



. . . . (_t)H-i(2r:fl) . . . . 3l52i^cosna?l 

+ (-in2r+l)....1^52^cos»a.4. 
Hieraus folgt nach (§. 20.): 



22. 



(2r+i)! (2r4-2)! * L2r.' (2r— 2)! ^ ••• • <■ *^ 2! J 



= iC-ir^g , cosnx 



für xZ>0 und <C7r. 

§. 25. , 

Die Gleichung (21. §. 24.) ist 

— ^nx-^-^Ti^ = cosa?-f 37COs3a?-f^coB5a?-f ••.. 
Hieraus folgt durch Integration: 

— ^7i-^'\'^7t^X'\-a = sinx-\'^smSx'\'^siübx -{-,... y 

also, wenn cosa?+pCOs3ar-f-^cos5«-|:-"* = 9^('*7^) gesetzt wird: 
y%(2,«)d*+« = 1-^ + 1-.... = (-iyF(3,i7i), 

U 

mithin 

_j7i£!-|.^n^ar-y'%(2,ar)öar— F(3ii7r) = shia!-fpsfa 

wofär man auch schreiben kann: 
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y""y(2,x)a:F-/'*V(2,x)aa?-Fc3,irt) = sina?-f^sm3a?4-psin5ar+.... 

= <ip(3,ar). 
Hieraas ergiebt sich wieder doreh Integration: 

= — [cosa?-j-54C083x-f-54Cos5a?-f,...] 
= <ip(4,ar). 
Setzt man im Allgemeinen: 

!(— 1/+* [cos a: + -35^-008 30? -f -;^coshx-\- 1 = y(ar,a?), 
i \ 
(-ir>[8inx+g5;^sinar-l-55lr.sin5x+....] = «p(2r-fl,ar), 

so erhält man 

^ (3, a?) = f'<p (2, x) aar — /* V(2,a?) dx — F(3, ^tt) 

u u 

= /"(iP(2,ar)aar-F(3,in), 

**" 
9(4,0?) =J(p{%x)Bx—j"(p(ß^x)dx = /'*y(3,ar)aar, 

u Jnt 

^(5,ar) =s ßq){A^x)dx—f ''(p{A^x)dx—F{^^^n) 

=y '9'(4,ar) aa? -F(5,^7i), 

y(6,x) = f'<p{b^x)Bx—f ''(p{h^x)dx =f'<p{b^x)Bx, 
ü ü vt 



24 



y(8r, ar) =/"<pi2r-l,x)dx — p"^(2r-'i^x)Sx 

= /'V(ar-l,ar>dar, 

y(2r-fl,a?)=y'9(2r,ar)aaf— y%(2r,a:)aa?— F(2r4-l,|7i 

=y'<pi2r, x)dx -F(2r-|-1, «tt). 
Die Formeln (23.) gelten für a?>0 und <C.n. 
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§. 26. 
Die Formeln (16. und 17. §. 22.) geben, wenn man ^n — x statt x setzt: 

^^- 2;n (^P^:^Y\ + (2r-4)! ...-C-i;^ I^r 

= (— lX[sin j?4- 25> ^s2ar — ^ sin^r ^ ;p;. cos4a? -f • • • •]» 
für x>> — ^n und ^i^r; 

26 va«-^r-^' n«i?.G«.^xr-' ««i?,(4>»-x)»^ c-ir^'-B a:a-x) 

'*"• (2r+l)! (2r— 1)1 ^ (2r-3)I "'•^ *^ ^ '''•^*'* '^'' 

= (-1 r [cos ar — ^5;^ sin 2a: — ^57^ COS 3a? + 55;:;^ Sin 4a? -}- ^5;:;^ COS 5a? — . . . .] , 

für a?;> — ^TT und ^^?r. 

Setzt man ia den nämlichen Formeln n — a? statt x, so erhält man 

^*- 2r! (2r— 2)1 i (2r-4)I ....l— i^tto, 

= (— l/"*"* [cosaj-fp: cos2a?;f ^cos3a? -|- ^cos4a?-f • • . .]-» 
für a? > und ^ «; 

^^- C2r+1)! (2,-1)! + (2r-3)! • . • • (-1) 7i fi,(^-x) 

= (— ir[siox+2j;:;,sin2a?4-^;q^sin3a? + ^;q^sin4ar + .. . .], 

für a?>0 und ^tt. ' 

Die Formeln (19. und 20. §. 23.) gseben, wenn man (:^— a?) statt :p setzt : 

29. i±!^^+?^!fcj£e:;+....+2'-F(2r+l,lf,) 
= (_iy2''-'[sinia?-f gj;^ sin |a? + p;^ sin |ar + ....]; 

^ — (2r+l)! 1 (2)'-l)! T "r "^ /'(^r-t-l,i?»;F — ^) 

= (_l)-2^[cosix+g±jcosia?+g5ifico8|x + ....]. : 

Die beiden letzten Formeln gelten fär a? >> imd ^ n. 

Setzt man in den Formeln (23. §. 25.) in — x statt x, so erhall man: 

!(— 1)'+* [sin ar— -^ sin 3a? -f -^ sin 5a?— J = y(2r, Iti— a?), 
(— l)'+»[cosa?— pij:jC0s3a?-f p^^cosSa?— ....] = <p(2r-^i, ^n—x), 
ftir a? > — 4^ und Ki^n. ' 
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Setzt man aber in den nämlichen Formeln n — x statt x, so ergiebl sich: 
(— l)^[cosj?+ "32r^ös3a:-f -r5;rCOs5d:4- J = (p(2r,7i—x)^ 

(-ir'[sinar+pLjsin3i?4.gi;jSin5ar+..-.] = y(2r+l,yi-^), 

für ap>0 und <r^. Also ist 

ff (2r, n-x) = —cp (2r, ar) , 
fp(^r^i^n—x) qp= 9)(2r-j-l,a:), 

§• 27. 

Man setze in der Formel (21. §.11.) Ati) = «'""i so erhält man: 

siniiti-«^"5ti = ^ , ^ (1 — cosit^^^g'""), 
also giebt die erwähnte Formel 

e"^ = — :g /! , (1 — cosii7r>g'^^)siniia?, 

das heifst 

32. 1^71 -tf"* 

= ;;ir!pT(HOsina.+^(l-Osin2a^ 

gültig für a?>0 und <;^. 

Setzt man eben so in der Formel (30. §.14.) a==n^ f(u)=^'', 
so erhält man 

f(u)du = und / f(ti)-cosnti-öti = — — , 

u ü . 

also 

^^ = -^—7-1 — r (cos 1171 •e'"^--l) cos »a? und 

33. % ö— r- == TTT ^osx A — pT--p cos2j: rr-a^os^xA- . ... , 

*^* 2m 2m* m*-f* m»-|-4 m*+9 ' ' 

für jp^O und <7r. 

Setzt man in der Formel (32. dieses Paragraphs) n — x stall x, so 
erhält man 

34. i7i.€-^«-^> = ^^(l+e--)sina^-^^(l-€--)sin2^ 

für a: > und < tt; desgleichen aus (33.) : 

*'*'• 27J 2m* m* + i m*-f4 ' m*-f^ 

für x>0 und <:^. 
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Es wäre nicht schwer, durch Integration weiledre Heihensummen zu 
finden; allein es ist hier nicht von Inteitesse, diese weiteren Anwendungen 
zu machen. 

Man setze in der Formel (27. §. 13.) k^zs^n^ so giebt sie 

/•(O) = — -f/'VC«)^«- sin i»(ti + TT), sin I »71 

I /*n OB 

= — / /*(ti)dtf^(sin^ntf-cos^ii7r-sin-^fi7r4-cosinti-sin^^ii7r). 

71*/ 1 

— .T 

Aber cos^it7i*sin j^nor ist immer Null, also hat man 

f(0) = —ify^uycoslnU'du'Sin^nn. 

Man setze hierin nun f(u) = e^"^, so ergiebt sich 

also 

1 = ll^Ji£li^(.--|-«— ) oder 

oß ^ _ * ?_4. ^ - • 



was auch m sei. Für m = findet sich 

wie bekannt. 

Auf ahnliche Art lassen sich noch andere Formeln ableiten, deren Bil- 
dung jedoch einfach ist. Es liefsen sich überhaupt auch andere unendliche 
Reihen denken, als solche, die blofs nach Potenzen von x, oder nach Sinus 
und Cosinus der Vielfachen von x fortschreiten. Es ist dies ein Gegenstand, 
der noch zu betrachten ist; wir haben im Vorstehenden blols einige der an-^ 
mittelbarsten Resultate angegeben, die aus den allgemeinen Formeln fliefsen, 
und die zugleich maafsgebend bei andern Bildungen dieser Art sein können. 

Sinsheim im April 1845. 
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allrettante superficie curve, che come il medesimo Sig' Roberts ha praticato 
per le curve piane, chiameremo superficie curve del sistema negative, o sem- 
pliceinente superficie curve tiegative*^. Cid posto, come nel sistema positive 
una qualunque delle superficie c una derivata positiva della sua antecedente, 
cosi essa stessa sarä una superficie derivata negativa della sua consecutiva: 
viceversa, come una qualunque delle superficie nel sistema negative e una 
derivata negativa della sua antecedente, cosi essa stessa sarä una superficie 
derivata positiva della sua consecutiva. Le superficie curve del doppio sistema 
godono di un' interessante proprielä che e ben di conoscere. Se dal consueto 
punto fisso si conducano i raggi vettori ai punti corrispondenti di ciascuna super- 
ficie nel doppio sistema, condotti i piani tangenti ai medesimi punti saranno 
lulti eguali gli angoli formati dalla stessa parte dai piani tangenti con i respeltivi 
raggi vettori. L'enunciata proprietä porge un' estensione ad una proposizione 
somigliante trovata dal Sig' Roberts per le curve piane, la quäle gli ha som- 
ministrato una formola generale per la reltificazione di una qualunque delle 
curve del doppio sistema. Quantunque sia assai facile di stabilire le formole 
generali dalle quali dipende la natura delle superficie derivale positive, e ne- 
gative, conlnttociö non sara inulile che in questa addizione ci fermiamo pri- 
mieramente sopra la maniera di rappresentare reqnazioni delle medesime, 
facendo uso delle note equazioni del piano langenle e della normale: la scelta 
del punto fisso, dal quäle si devono abbassare le perpendicolari essendo in 
nostro arbitrio, noi per non complicare di soverchio le formole, prenderemo 
queslo punto per Torigine delle coordinale. In appresso risolveremo un pro- 
blema sulla quadralura di qualche superficie negativa derivata dal centro di 
una superficie del secondo ordine: Problemi simili di quadralura, e cubatura 
si trovano gia risoluti per le superficie positive nella citata Memoria. 

3^. Sieno x, y, z le coordinale ortogonali di un punto qualunque di 
una superficie curva rappresentata dair equazione generale 

u = F{x,y,z) = 0. 
Conducendo per il punto {x,y,z) un piano tangente, e chiamando X^ Y^ Z 



*) II Sig' Roberts nella citata Memoria si occupa ancora della rettificazione delle 
curve, alle quali sieno costantemente tangenti le perpendicolari condotte airestreroiti dei 
raggi vettori, e da esso chiamate curve negative. Dimostra che se n indichi il nuoiero 
delle curve derivate, la formola per la rettificazione delle curve positive passa ad essere 
quella delle negative col solo cangiare n in, —n. Tal'ä il rootivo della denominazione 
di curve positive, e negative. 
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le coordinate di un punto qualunque di questo piaoo, si avrä per la sna equazione 

ove dx^y dyU, d:,u sono secondo le consaete notazioni le derivate parziali 
dell' equazione u = 0. Se ora dall' orgine delle coordinate si abbassi nna per- 
pendicolare sulla direzione del piano tangente, le sue equazioni saranno 

— = JL = g 

dxU dyU dzU 

Nella coesistenza deir equazioni del piano tangente, e della normale per i me- 
desimi valori di X, Y, Z trovasi Tequazione della nuova superficie, luogo 
geometrico dei piedi delle perpendicolari abbassate dalP orgine delle coordinate 
sopra tutli i piani tangenti: siccome poi le Ire variabili x, y, z polremo sempre 
supporre ridoUe a due di quelle, o a due nuove, cosi Teliminazione delle due 
ultimo variabili fra le riportate equazioni ci fara ginngere ad una equazione 
unica fra le coordinate X^ V, Z quäle apparterra alla superficie in questlone. 
L'eliminazione delle variabili presenlando per lo pia grandi difficoHA, propor- 
remo piutlosto un'altro metodo, che ci fara scuoprire egualmente bene Tindole 
della superficie. Osserviamo primieramente che i valori di X, Y, Z essendo 
di forma lineare in ambedue Tequazioni, si del piano tangente, che della nor- 
male, ricaveremo facilmente 

X r _ z _ xdxu+rdyu-\-zdzH 

od anche per Tequazione del piano taugen te, 

J[ Y __ Z ___ xdxU-]- ydyU -{-zdzU 

d'onde 

^ dxn{xdxU-{'ydyU'\'ZdzU) y dyU(xdxU'\'ydyU'\'ZdMu) 

^ dxnixdxn-^-ydyU + zdxn) 

~ (5.n)* + (öytOH(9.ti)* 

Tali aono i valori delle coordinate X, Y, Z della snpo^oie derivata posiliva 

in funsione delle coordinate x, y, z del punto eorrispondente nella superficie 

primitiva. Le tre variabili x, y, z polendosi ridurre a sole due, Tequazione 

della superficie sarä la risoilante dair eliminazione di qneste due nltime varia* 

bili. Yolendo calcolare il raggio R condotto dair orgine al punto (X, Y, Z), 

si ricaverä 

H , (xdxU'\-ydyU'\-zdzU) 

~ -V{{dxuy'\-{dyuy+(dyuyy 

14» 
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La distanza jR non e allro che la perpendicolare abbassata dalF origine 
sopra la direzione del piano tangente la superficie curva nel punto (x, y, z). 
Quando requazione della superficie fosse risolula rapporto ad una deUe varia- 
bili z in modo da essere 

u = f(x,y,z)—z = 0, 
allora, ponendo per le derivate parziali: 

d^u = z', dyU = Zi^ ö^tt = — 1, 
si troverä 

Y z'{xz'+yz,—z) ,r _ z,(xz''\-yz^—z) y —(xz'+yz^—z) 

^~ i+z'^+z*, ^ 1+V>+«? ' l + 2>'*+«? 

II raggio R diviene 

H _ , (xz'+yz,—z) 

Le precedenti formole sono tutte quelle che possono occorrere volendo for 
uso delle coordinate ortogonali. 

4^ Per mostrare una qaalche applicazione , prendiamo un' ellissoide 

"S^+fr + T^ = ^; 

avremo dalla derivazione dell' equazione ti = 0, 
d'onde 



ed insieme 

1 



B=z 



i($+i^+'i) 



Ognun vede che il raggio ü e la nota espressione della perpendicolare ab- 
bassata dal oentro deli'elilssoide sopra il piano tangente. L'eliminasione delle 
X, Yp z si rende qni assai facile: infotti moltiplicando respettivamente i valori 
di Xp Y, Z per a, b, c, ed elevando al quadrato, si trovera dalla somma 
dei qnadFati 
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Ora il secondo membro e evidentemente la quarta potenza del raggio 

R = ^/(Z^+F^+Z^) 
e perciö 

QnesV equazione di quario grado appartiene alla prima superficie derivata 
positiva dal centro deirellissoide ed e precisamente quella alla quale giunsi nella 
mia precedente Memoria per considerazioni alquanto diverse. Avuto riguardo 
alla doppia espressione HR, dai valori di X, V, Z si dedurrä reciprocamente 

^ ~ A^ + r^+z^' y — jri4-jr«+2i' * — j^^^r^+z^ ' 

Sostiluendo poi questi valori o neir equazione deir ellissoide, o nell' espressione 
della distanza R, si giungera in ambedue modi alla riportata equazione della 
superficie del quarto ordine. Osservando in fine che Pequazione deirellissoide 
vien verificata dai valori 

x=acos0, y= Jsenöcoscü, « = csenösencü, 
ollerremo per X, Y, Z le formole 

ai*c* cosö 



X = 
Y = 
Z = 



6* c* cos^ ö + o* c^ sen» cos* w -f-a* 6* sen*0 sen* ca ' 

&a*c* seng cos« 

6* c* cos* +^* ^* sen* cos* co+a* A* sen'^ Ösen* a» ' 
ca*6*sendsen» 



6* e* cos* ö -f ^* ^* sen* ö cos* co + a* A* sen* d sen* a 
Queste nouve espressioni potrebbero utilmente adoprarsi nella ricerca della 
quadratura della superficie, o nella cubatura del solide. 

b"". Volendo proseguire alla ricerca della seconda superficie derivata 
positiva dal centro deirellissoide, mulereme X, Y, Z in x, y, z cosicche 
prendendo Tequazione alla superficie del quarto ordine 

ix'-\^fi^zj = o^ar^ + AV + c^i^S 

si abbia dalle derivate parziali: 

d.u = 2x(x'+f + z'-ä'), dyU = 2y(a:H/+«'-*'). 
d,u^2z{x'^f^z' — c') 
quindi ritenuto r = |/(a:^-j-y*-J'«^), si ricaverä dalle formole generali delFan- 
tecedente parag, S'': 
Y__ r^x(2r*— g*) y_ rV(2r* — &*) g_^ r*z(2r*— c*) 
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II corrispondente raggio R sara egualmenle 



R = 



Qui reliminazione delle x,y,z si rende difficile, e Tequazione della nuova 
superficie fra le coordinate X, Y^ Z sarä di un grado molto elevato: quante 
volle adunque non venga data Tequazione della superficie fra le coordinate 
ortogonali, sarä alquanto complicato il proseguire alla ricerca dei valori delle 
coordinate della nuova superficie derivata, e converrebbe adoprare delle tras- 
formazioni, le quali hanno luogo nel cangiamente delle variabili indipendenti. 
Chi volesse esprimere i valori di X, Y, Z e della distanze jR per mezzo 
delle coordinate, e del raggio corrispondenti al punlo {x', y, z') deir ellissoide, 
avrä a sostituire nelle precedenti formole i respeltivi valori di x, y, z, r di 
gia ottenuti al principio del parag. 4'', vale a dire 

x[ . _ y 

z' i 



ma sara qui opportune di metlere a profitto la proprieta menzionata al parag. 2% 
della quäle godono le superficie derivate, e relativa all' eguaglianza degli angoli 
formati dai piani tangenti con i raggi vettori. Sia infatti ^ il raggio vettere 
condotto dal centro delF ellissoide al punto (x', y', z')^ e sieno r, R i raggi 
delle due superficie derivate condotti ai punli (x, y, z)^ {X, Y^Z)^ e sia 
infine a uno degli angoli formati dal piano tangente con il raggio vettere, si avra 

r = Qwna, R == rsena, 
qnindi 

Q 
Pongasi ora per brevitä 

f ^= cosO, T] = sen^cosca^ ^ = sen^senco^ 

Tequazione dell' ellissoide porgerä 

^' = «?i y' = *^# z' = c'C, 
dalle qnali 
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e percjö 

11= * 



TaP e il valore di R, che si sarebbe potato ottenere da una successiva 
sostituzione. I valori poi di x, y, z danno 

a^x = r^x\ V^y=^r^y\ ^z=^r^z\ 
Con quesle differenti sostituzioni otteniamo 

Ognun vede che i nuovi yalori di X, Y, Z dipendono depo la sostiluzione 
del valore di r dai soli elementi deir eHissoide. Infine faremo un' osservazione 
(utta propria delle applicazioni , che abbiamo scella. L^equazione alla superficie 
del quarto ordine 

(x'+f + zy = ^i^arHiV+c^Ä% 
per la sostituzione di r*s=a:^-|-y^-|-a' si polrä presenlare sotto la forma 



o' " (f )' ' (il 



la quäle si verificherä dair eqiiazioni sfericbe 

— — = cosö^ — ~ = senöcoso;, — ;- = senösencü^ 

e che risolute rapporto ad or, y, e coincideranno con i valori di giä siabiliti in 
questo parag. 6^ Le formole generali oltenule al parag. 3"" potranno forse piu fa- 
cilmente preslarsi per la risoluzione di un qualche problema, qualora si faccia uso 
delle equazioni fra le coordinate polari, ciö che noi verremo brevemente ad indi- 
care. Rilennto che ti = sia Teqnazione alla superficie primitiva fra le coordinate 
ortogonali x^y,z, supponiamo che sieno funzioni di tre nuove variabili r» p^ q si 
avra dalle note formole sul cangiamento delle variabili nei differenziali delle funzioni 

d^u = drUd^r-\-dpUd^P'\'dgUB^q, 

dyU =z drUdyr-^dpUdyP-^-dgUdyq, 

ö^tt = drUd^r'\-dpUd;cP + dgUdj,q. 

Riducendosi le variabili r, ;^^ q a tre coordinate polari delerminate dair equazioni 
x = rcosp, y = rsenpco3q, z = rsenpsenq, 



108 ^« Torioliniß quad. delle super fiele cnrve et cubai. de solidL 
si ricaverä reciprocamente 

nelle quali eseguendo le derivazioni parziali rapporlo ad x, y, z si trovera 
dalla sostitazione 

4^ ^ settp ^ 

du = seniicos^d^fiH -OnU -c^u, 

y i 1 r \ ^ p rsenp ^ 

<% rN I cos // sen n ,. • cos r; ^ 
cJ.ii = senil sen ^rd^MH -OnU4 -Oati- 

Queste eqaazioni di forma lineare rapporlo a lulle le derivate parziali, 
porgeranno dalla loro risoluzione i valori delle derivate dr^, clpU, d^u in 
funzione delle d^^, 8yU, d.u: i riporlati valori delle derivate danno egualmente 
xdjc^i-\'y8yU'\-z6.u = rß^w, 

Di qui le citate formole del parag. 3*', le quali rappresentano i valori delle 
coordinale X, Y, Z della prima superficie derivata positiva si trasformeranno in 



Y r^ drn(r cos p drU — sen pdpU) 



y r^drulrsen'^p seng drU-^-senp cosp seng dpH'\' cos g dqu) 



II raggio R diverra 



R=+ '"^^'' 



Per aggiungere ad R le allre coordinate polari, P, Q, non avremo che a porre 
2:=ÄcosP, F=ßsenPcosp/ Z = ßsenPsenO, 
d' onde si troverebbero dne funzioni trigonomelriche di P, Q espresse per r, /i, y. 
Se Tequazione della superficie primifiva trovasi risolula rapporlo ad una delle 
variabili r, in modo da essere 

porremo per le derivate parziali 
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ed allora i precedenti ralori di JT, Y, Z, R si can^eranno in 

Y r^{rcosp'\'r'senp) 

~ r^i-r'^-\-r] ' 

Y r*(r sen*y cosq—r'senp eosp cosy-f ^i »eny) 

^ __ r* (rsen^y senq — r'senpcosp seng — r, CO87) 

^f(r» fr'* + '•?)' 
La scelta, e Paso di qneste differenli formole dipendera generalmente dalla 
natura della questione che s'intraprende a risolvere. 

T". Passiamo ora alle saperficie derivate del sistema negative. Le super- 
ficie curve in questiene sono toccate da piani perpendicolari condotti alPestre- 
mila dei raggi vetlori di una data superficie curva. A questo oggelto sia 
secondo ü oonsueto fi = requasione della superficie primitiva fra le coor- 
dinate ortogonali w, y, z^ e riteniamo che il punto fisso dal qnale partano i 
raggi veltori coincida con Torigine. Cid posto, se all' estremita di un raggio 
vettere condotto dalForigine al ponto (x, y, z) si conduca per lo slesso punto 
un piano perpendicolare, avremo per la sua equazione 

1. Xx-\-Yy^Zz = x'^fJ^f^, 
ove X, Y, Z sono le coordinate di un punto qualunque del piano. Onde 
qneste equazioni possano servire alla risolnzione del proposto problema, con*- 
verra differenziarle parzialmente rapporto ad x, ed y, e quindi dedurre dne 
nuove equazioni risultanti dall* eliminazione dei coefficienti differenziali. Po- 
nendo adunque per le derivate parziali 

d^ = P' dP = 1' 
avremo dall' equazione 11 = 0: 

d^u^pd.u = 0, dyU-\^qd,u = 0, 
come dalla (1.) si ricavera egualmente 

X-2x^{Z-2z)p = 0, F_2y+(Z — 2«)y = 0. 
Eliminando fra queste ultime quallro le derivate parziali Pf ^1$ si avra 
a. (i:-2a?)ö,fi-.(Z-2«)Ö,fi = 0, (F-2y)e,ii-(Z-2«)öyti = 0. 
yeqoadone della nuova superficie sari la risultante daU'eliminasione delle 
op, y-, sr fra la fi=:0 e le (1.), (2.); conlnUocio come gia A e praticato 

CreUe*s Joamal t d. M. XXXIV. Heft 2. 15 
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per le superficie del sistema positivo, polremo dedurre i valori delle X, Y, Z 
in funzione delle x, y, z; infalti dalle (2.) abbiamo 

öx« öytt özti jröjctt+^öy u + 2»9*u ' 

od anche per la (1.) 

X—2x ^ Y—2y ^ Z^2z _ _ (jr^+yi-f-g«) 

dxU dyU dzU xdxU'\'ydYU'^zdzU ' 

dalle quali otteniamo 

■w- (x^—y* — z*)dxU'\-2xy dYU+2xzdzU 

xdxU']'ydyU-j-zdzU ' 

' xdx^"{-ydyU'\'ZdzU . ' 

Quando le variabili X^ Y, Z ü riducano a fanzioui date di due sole delle 
ire X, y, z ahneno dipendano da sole due allre variabili, allora relimiiia^ 
zione di qaesle fra le tre precedenti equazioni si fara giangere oU^eqaazione 
della prima superficie derivata negativa fra le coordinate X YpZ. ha distansa R 
dair origine allo slesso punto (X, Y, Z) sara 

Se come gia si e fatto al parag. 3"" Tequazione della superficie primitiva fosse 
risoluta rapporto a 2^1 i valori di X, Y, Z prenderanno la forma 

y _^ (jT» — y< —z^)t'+2xyzt —2xz 

xz''\'yZi — z ' 

Y {y^-'X^—z^)z^'{-2xyz'—2yz 

xz''\'yZi — z ' 

^ (z^—x^ — y^)-\-2yzz, '\-2xzz' 

Similmente il raggio R si ridurrä ad 

— xz''\'yZi—z * 

Secondo un'osservazione stabilita al parag. 2^ qnesta prima superfide de- 
rivata negativa, avrä per sua prima derivata positiva la stessa «r = 0, e perdo 
supposto Z funzione di X, Yei indicando per Z', Zx le derivate parziali rapporto 
alle stesse X, Y; dal precedenti valori di X^ Y^ Z si devrä avere reeipro- 
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camente per le ultimo formole del parag. 9": 

1+Z'*+ZJ ' ^ — 1+Z'«+ZJ ' 

^ _ (^y+yg,-g) ^ _ . (Az^rfrz,-z) ^ 
i+z'^j\-z\ ' ^ ~- y{i+z'*+zi) ' 

d'onde ne segne, che gnesli valori sosüluiti nell' espressioni di X, Y, Z, R 
le renderanno neGessariamenle identiche. 

8^ Si prrada üd' dlissoide per superficie primitiva, e cercbiamo Te^a* 
zioni della sua prima derivata negativa dal centro ; avremo, come gia si e veduto : 

d'onde i primi valori di -X, Y, Z dell'antecedente parag. di verranne 

^ _ z(a^b*z* + b*{2c^ — a*)x^ + a^{2c^ — b*)y^) 

u*b*c^ 

Le variabili x, y, z nell'eqnazione dell'ellissoide si possono far di- 
pendere da solo due, poiche fatto per brevitä 

u = cosp, V = sen/f cos^y w = sen;^ sen^, 
avremo anche 

X = au, y=ibt, z=cwj 
e perciö 

Se fra queste tre elimineremo le due variabili p, q, la nnova equazione fra 
X, Ff Z apparterra alla prima snperfide derivata negativa dal centro dell' el« 
lissoide. In egnal modo si ricavera dalla formola generale per U raggio vettere R 
condotto dal centro dell' ellissoide al pnnto (X, Y^Z) della nnova snperficie: 

15* 



\ 
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Indicando con P la perpendicolare abbassata dal centro dell* ellissoide 
suUa direzione del piano tangente, e rilenuto per r il raggio vettore, si avrä 
facilmenle 

ß = -p 9 

e che si ridurra ad 

/• = , — "• 

abc 

Le precedenti formole troveranno delle nlili applicazioni nella quadratnra della 
snperficie. 

9"". Riprendiamo per an' istante i valori generali di X, Y, Z, R del 
parag. V^ e supponiamo che x, y, z si trasformino in coordinate polari r, p, f , 
noi otterremo con facilita 

Y r cosp drU-^-senp dpU 

^ öjü ' 

rsenpcosqdrU — cos/icosfd^tt-j -dgU 

^KT sen p 



drU 




r senp sen 7 ör m — cosp sen qdpu- 


cosq^ 


drU 




. V{rHdrU)^ + idpu)-+{d,u)^\ 




^ drU 





z = 

R = 

Se requazione polare della superficie sia risolota rapporto ad r, allora, come 
gia si e veduto per le superficie del sistema positive, si ricaverä 

Jir=rcos/» — r'sen/?, F=rsen/?cosy-f-r'cos;»cosy — ■^-*-— ^, 
Z = rsen;»sen^-{-r'cos/»seny+^i^^, R = ±^(r'-\-r^+ri). 

oGu p 

Reciprocamente i valori delle coordinale x^ y, z, e del raggio r si potrebbero 
esprimere per le coordinate polari della nnova snperficie con formole del lullo 
somiglianti a quelle che termina il parag. 6"". 

10^. Terminiamo questa prima parte dell' addizzione col dimostrare 
Tegua^anza degli angoli formati dai piani tangenti con i rispettivi raggi vet- 
tori nel doppio sistema positive, n^[ativo. Sia a Tangolo formato dal piano 
tangente la superficie curva ti = nel punto (x,y,z) con il raggio r coU'- 
dotto dair origine : abbassando dalla stessa origine una perpendicolare R sopra 
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la direzione del piano tangente, si avrä 

jK = rsena o, sena = — ; 

quindi supposto requazione della superficie risoluta rapporto a z, e fatto per 

le derivate parziali 

dz dz 

avremo dai valori di R, ed r dalle formole del parag. S"": 
sena — px+gy-z 

L'estremita della perpendlcolare ü appartiene a an punto (X, Y, SU) 
della superficie derivata, e perciö chiamando a' Tangolo formato dal piano lan- 
gente la superficie nello stesso punto (X, Y, Z) con il raggio R, e facendo 
per le derivate parziali 

p _ rfZ n _ ^« 

^ ~ rfjf' ^ ~ dY' 
si avra egualmente 

, PX+QY—Z 

""** ~ V{x* + r» +^*) V{i+P^ + 0*) ' 

Per, conoscere la relazione che passa fra gli angoli a, a!, facciamo una 
supposizione, la quäle nuUa alterando la generalita della questione, ci poträ nello 
stesso tempo far giungere con la massima facilitä alla medesima condnsione. 
Riprendiamo dal parag. 3^ i valori di X, Y, Z, cioe 



ir_ pipx+qy—z) v__ q{p^+gy—z) y_ z-^px-gy 



9 



e seegliamo 11 piano xy parallele al piano tangente, sara p=0, ^=0, d'onde 

X=0^ F= 0, Z = z per cui 

z , 1 

sena = — tt-t-i — n — tt^ sena = 



Pongasi in fine per le derivate parziali del secondo ordine 

d^z d^z . d^z 

^~ds^^ ^~dxdy^ ^~dy^^ 

le qnali potranno ritenere un valor finito qnantunque sia/f = 0, ^ = 0. Ciö 

posto, 188i(^liianio per X% JTi, .... le derivate parziaB rapporto ad x, ed y 

deOe variabili X, Y, Z, h noto dalle trasformazioni dei differenziali parziali 

che le derivate P, Q si esprimono per 

p_ Joz,—x,z^ n — LklLz^^iIL 

^~ JC'Y. — Y'JC^^ ^~ Ä'Y, — Y'X/ 
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Ora dai valori di X, F, Z si oUiene col fare dopo ie derivasioni p=0^ q=Oi 
X'=—rz, Xi = —sz, Y' = ~sz, Yi=^—zt, 

Z=-{rx^sy), Z, = -{iy + sx), 
dalle quali 

X'Y,-X,Y' = z'(ri-s'), X'Z,-X,Z' = zy{rt-^), ^ 

Y,Z'— Y'Z, = xziri-s"), 
e perciö 

Da ciö ne segne immedialamente 

sena = sena', ed anche a= a!. 
II Sig"" Roberts nella citata Memoria e giunto per una dimostrazione 
geometrica semplicissima a riconoscere Teguaglianza degli angoli formali dalle 
tangenli con i respetlivi raggi yettori nelle curve del doppio sistema positivo, 
e negativo : aggiungiamo dl piü che il ragionamento del Sig' Roberts si estende 
ancora alle superficie curve. 

11''. Presenliamo ora delle applicazioni delle precedenti formole alla 
quadratura di una qualche superficie. £ noto che la quadratura delle superficie 
cnrye, considerando una delle coordinate Z come funzione delle due ältre X, Y, 
dipende dair integrale duplicalo 

Se le X, Y, Z sieno funzioni di due nuove variaKili p, g, e rappresentaüdo 
per X', Y', Z* le derivate parziali delle X, Y, Z rapporto a p, e per 
X|, Fl, Zi le derivate delle medesime rapporto a q, rintegrale rebttra- 
mente alle nuove variabili p, q si trasformeri in 

ove per brevilä 

Ü=XY,-X,Y', V = X,Z'-X'Z,, W=Y'Z,-Y,Z\ 
Queste trasformazioni gia conosciute dai geomelrl, si trovano fra gli altri, per 
le formole della quadratura, e cobabira nella Teoria delle funzioni di Lagrange. 
Supponiamo adunque che si voglia conoscere la quadratura della superficie cunra 
negativa proveniente dal centro dell' ellissoide ; se per maggior sempliciti si 
prenda per Pequazione deir ellissoide 

£lj.>:!4.£! _ 1 

u TT+ c — ^' 
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noi avremo dalle forinole del parag. 8"" per le coordinate X, Y, Z della super- 
fieie derivata: 

jr= ^(iiiiH(2fl~*)f^+(3a-c)ii^), 

Z = ^(cM^'-f (2c— a)ii^-f (2c-Ä)rO. 
Le variabili u, Vj w, sono le coordinate sferiche 

u = cosp, V = senp cosq, w = senp seaq. 
Facendo le derivazioDi rapporto b p, avremo depo la riduzione dei termini 
per le potenze di senp, seuq: 

X'= -^^ (a-26+3(A-a)sen>-2(c— *)setfy+3(c-*)sen>6en^y), 
Y' = ^£!^|2£5 (2«-a4- 3(ii-Ä)sen> + 3(*-c) sen^ sen^ y) , 

Z' = ^21R??a^ (2c-a + 3(a-Ä) sen> -|- 3(*-c) sen> sen^ y). 

Nella slessa guisa derivando rapporto a q, otteniamo 

__ 2(6 — c) 5 

JTi = — ^ — ^setrp cosp senq cosq, 

y. ^ seny sen 7 ^^_g^^ ^3^ - q - 2c) 8en> +3(c - ft)sen> sen^y) , 

^^^senpcos7^2^_^ 

Formando eon qaeste derivate le differense dei prodotti indicate da U, V, W, 
e ponendo ancora 

R = (ii—2*)(a— 2c)-f2(*— ö)(2a— *— 3c)seii> 
— 2 (c^ — *^) sev^p sen^y -f 3 (6 — a) sen^p 
-f 6 (*— ii)(c— Ä) aen*psen'y -f 3(c— bfsen^p sen^q^ 
oUerremo doppo tuUe le ricbieste riduzioni: 

jj VcRsen^psenq fr Vb.Rsen^p cosq j«. ya.Rsenpcosp 

d'onde nuoyamente per i valori di v, v, w: 

e perciö la qaadratura della snperficie d!pender& dalP integrale duplicato 
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Integfrando fra i limiti /i = 0, p = ^n^ 9 = 0, q=z^7i, si otliene 
Totlava parte della superficies per cui la quadralura delPintera superficie sara 
espressa per Tintegrale definito duplicato 

Tutto adunque consiste a ridiirre questo integrale duplicato ad un integrale 
sempiice, ciö che noi verremo successivamente ad esporre. 

12''. Ripreso primieramente il valore iX R, si sostituisca nel secondo 
nel quarlo, e nel quinto termine 

sen* p = \— cos^p , sen^p =1—2 cos^p -f cos^p, 
sen*p = sen^p(l — cos*/>), 
si ricavera facilmente per i valori di u, v, w: 

R = (^b—2a){b — 2c) — 2ib—ä){2b — a — Sc)u' 
-\-2{c — b){2b — c — Sä)w^]'S{b — a)W 
— 6{b-a)(c — b)ü'w'-\'S(c—bfw\ 
Una prima integrazione si eseguisce piü agevolmente col soslituire due 
nuove variabili 0, co invece di p, q ed alte a togliere le irrazionalitA. Poilgasi 

f=cosö, 7? = senöcosw, ^ = sendsen(o^ 
e supponiamo che fra gli angoli p, q, 0, oj sussistano le relazioni 
w y<i.fi Vb,v c. yc.tr 



Di questa identica soslituzione ho fatto giä uso nella mia precedente Memoria 
per altre quadratnre, e cubature. Dai valori di f^ 17^ ^ si ricavano recipro- 
camente quei di ti, v, w; cosicche facendo 

si ha non solamente P(? = l, mä ben anche 

^ „ _ n ^ £ 

La prima di queste formole e lo stesso che 

cosfl 

cosp ,//cos*ö , sen*öcos»ai , 8en>dsen*«»\^ 

»""•1^-5-+ — r — + — -c — ) 

e le altre due dalla divisione di w per r porgooo 
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ove ai limili slabiliti per p, e if corrispondono i medesimi limiti per $, ed co. 
L'elemeiito differenziale relaüvo ai uuovi angoli 0, (a, che si ha da sostitaira 
airdemento senpdpdqf si Irova col differenziare cosp nella supposizione di ^ 
costante, ossia di oi coslante, cid che porge 

p. (bsen^ (o-\'Ccos^a))senddd 

6eY«.y(-jj-+ j + ) 



(6sen* cii-f-ecos*«) 

Quindi all'elemeulo seupdpdq si dovra sosliluire il nuovo clemenlo 

senOdOdo) 

V(abc)0^ 

Elevando la Q al qaadralo, abbiamo 

d'onde sosUtuendo nel valore di ü i valori d\ u, v, w espressi per S, rj, ^, 
e facendo per brevila 

A =6V(ii — 2i)(a-2c), B = a^ e\b -2a){b — 2c) , 

C =ä'b\c--2a)(c—2b), A' = abc\ab^aC'\^bc — a' — b')^ 

B' = acb\ab^ac]-bc-a'—c'), C'=bca\ab]'ac-{'bc-b'-c^), 

si ricavera 

PoDgasi per ii numeralore 

allora il valore di S dato dali' ultima fonnola dell' antecedente parag"" diverra 

^ g . r\^ r\^ R, send de dm 

=^ oaocj J (4eco«*Ö+flesen»Öcos««+a6sen»e5en»»)* ' 

Tai'e il nuovo integrale definilo privo dirrazionah'ta. 

13^ Una prima integrazione definita fra gli indicati limili si eseguisce 
facilmenle rapporto alla variabile co. Per semplificare le operazioni analitiche, sia 

o? = c{b cos' e\a sen' ö) , (f =^ b{c cos' O^n sen'ö}, 
ed insieme 

Crette^B ioornal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 3. 16 
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y /•*« d^ y /•** cOB^mdta 



m+ß* sea« «)* ' * •/ (a« cos« » +^* sen« «)* * 
y /*! * sen««a« y /*> * ien»<iCos*i»ai» 



«Äl^4 ' 



L^intagrale definito duplicato dopo la soslitazione dei valori di F, Fi, F2, • . • • 
die verremo a daterminare sari ridolto ad una somma dHntegfrali definiti sein- 
l^ei. 6 fhcile di poter conoscere la forma di qaesti ultimi integral! definiti. 
Pongasi 

S =/*'Fco8*«8entfö«, 8,^f^"V,sen'ede, 

u u 

il valore di j9 si presentera aotto la forma 

Veniamo alla determinaiione degli integral! definiti F, Fi, F,, . . . • A qaesto 
propoaito, oaaenriamo che sostitoendo z = ßlmg(o, si otUene immediatamente 

r^ a« ^ . 1 

•/ m*coB*W'\'ß*sen*m * ' aß' 

Coir eseguire delle derivazioni rapporto alle coslanti a, ß, potremo giungere a 
diverri altri integral! definiti, fra i qnali si troveranno quei che ei occorrono. 
Coai da nna prima derivasione rapporto ad a^ e ß dedndamo dopo la divi- 
slone per 2a, o per 2ß: 

(a«co8» •*+/?« 8en«i*)«~*^'a*/9' J (a«cos««+/J«sen«i*)» ~*^'a^» 
qnindi da lor sonmia 

(a«cos««+/J»sen»«)« ~ *^V«/?« » /Ja»/" 

Qnesto integrale fn riportato senza dimostrazione al parag. T"" della mia dtata 
Memoria. Prosegniamo nel naovo ultimo integrale la derivazione rapporto alle 
costanti a, ß, avremo egualmente 
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J (a*cos»w+/»>sen»iw)» ~ ^^V/Ja» « JT^y^ 

d*onde, sommando, 

Qaesto integrale si presenlö ancora nel parag.8^ della mia Memoria in alcnne 
speenlazioni geomotriche della stessa specie. Nel noovo integrale definito ai 
prosegna la derivazione rapporto alle consnete costanti, si avri 

qnali sommate porgeranno 

y ^ /•»" d» . / 5 , 5_ j 7 , 7 \ 

Nello stesso modo esegnendo nna derivazione nelle formole (1. e 2.) rap- 
porto ad a, e ß, $i ricavera depo la divisione per 6<t, o per ßß, 

y /* H COS* a>a« j. / 5 , 1 \ 

* "^y (a»cos*«+/J*sen«a>)* "" "^\/Jo' ' a»/J* /' 

In fine derivando la (1.) rapporto a ß, otterremo 

y. r^" gen * itf co>* tti gitf j. / i \ ^ \ 

^* ""y (a*cos«w+/J«sen««)* "^ "^Va»/»* » «»^»y* 

Depo di aver calcolato gii integraii V, Fi, Fj, •••• che sono fon* 
zioni della sola variabile 6, restano a calcolarsi gli altri integraii espressi per 
jSo, Si^ 82^ ....; qnali dipenderanno tntti dai trascendenti ellittici di prima 
e seconda specie. Per meglio scorgere la natura di queste altre riduzloni, 
facciamo nn cangiamento della variabile in ona nuova variabile. Supponiamo, 
per fissar le idee, a<C6<Zc, e sia 

cos;t = j^, eosy=ij, *^ = *" uSF?== T^;?^ 

16» 
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quindi denolalo per ^ un'angolo variabile, pongasi 
per cui 



eosO = col/^tangy == ^, _ . tangy, 



Va dtp 



y{c—a) cosy ' V(c—ä)co8(p^ ^{c—a) cos*4p 

Ai limiti tf = 0, ^ = ^71 corrispondono (p = iii, 9 = 0, e perciö gli inte- 
grali definiti fra ! limili (p=:fi, 9 = 0, saranno eguali agii integrali definili 
fra i limiti 9 = 0, q> = fi, purche si faccia on cangiamento di segni: la quan-* 
tila k sara <Cl) e percio, falto 

J =, |/(1— A^sen», 
i yalori di a^, e ßf^ diverranno 

CO89 ^ ' cos<p 

JH qai per le quantita V, F|, Fj, .... si ha 

«• yicos^y / c I 5b\ 

^^ ~ 32afc»6/(Äc) \J* ■» /*v' 

•^^ ~ 32a*6»c/(6c) V.* "« ^/»/' 

1^ nco8*y /c* I 6ftc . 5&*\ 

•^^ ~ 32a*c»*V(Äc)\//» "T ^» » ^^ /' 

♦ ~ 32ii*Ä»cV(*c) W "T" ^» ^^»y' 

y n 008* y ^ ^ I * ^ 

* 32a^6»c»/(6c)\/r» » ii*/ 

Infine fatto per brevita 

fi 

^ ~ 32abcV(abc)V{c-ay ' 

i valori degli integrali definiti So^ Si^ 82^ .... saranno 

o. m ff'/bc^ , 76c« , 7cÄ« , 5ä»\ , . ^ 

*' = 55?/''(^+^)(^<50s>-a)'co8>Ö9, 
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^ m /'>'/c» , 6bc , 3i«\, ^ n 2 2 t^ 

''^^ = ^?67^/ V^ r-^ + TTA^ cos' y-^)sen>cos>dy, 

u 
u 

Adottando le nölaKioni di Legendre per le funzioni ellittiche di prima, 
e seconda specie, vale a dire 

gli intagrali j9o) ^n • • • • sono tatti ridacibili ai due trascendenti F{k,(p\ 
E{^9 9)9 d'onde ne segne che soslituili nel valore di S, resta pienamenle 
dioiostrato che la qaadralnra della nuova superficie dipende da soIi trascen- 
denti elliUici di prima, e seconda specie. Per non allnngare di troppo qnesla 
additione,, termineremo coiravvertire, che quantunque ci sia luogo a sperare 
che i coef&cienti finali dei trascendenti ellittici F(k,fi)^ JB!{k,/i) dopo tutte 
le ridnzioni nel valore di S, prendano un'aspelto semplice, contuUociö il risnl- 
tato si trova nascosto dielro Innghe operazioni analiticbe, e delle quali proba- 
bilmente ne parleremo in altra circostanza. 
Roma 15. Aprile 1846. 
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6. 

Über die Lichtzerstreuung io der Atmosphäre. 

(Von Herrn Candidaten R. Clausius zu Berlin.) 



JCis ist eine bekannte Erscheinung, dafs das Sonnenlicht, indem es die At- 
mosphäre durchdringt, sehr geschwächt wird, dagegen die Almosphfire darch 
das Licht, welches sie dem directen Sonnenlichte entzieht, selbst eine bedeu- 
tend leuchtende Kraft erlangt. Dieses in der Atmosphäre serstreuele Licht 
ist fQr alle menschlichen Verhältnisse von der grGfsten Wichtigkeit In ihm 
hat die Gleichförmigkeit der aUgemeinen Tageshelle ihren Grund; denn ohne 
dasselbe wflrden nur diejenigen Räume erleuchtet sein, welche unmittelbar von 
den Sonnenstrahlen getroffen werden, alle andern dagegen wären in schwarses 
Dunkel gehoUt. Auch eine Dämmerung könnte nicht Statt finden, sondern beim 
Untergange der Sonne wflrde der Übergang von Tag in Nacht fasf^momentan 
sein, und eben so beim Aufgange der Sonne die Entstehung des Tages aus 
der Nacht. 

Ungeachtet dieser grorsen Wichtigkeit ist die Erscheinung bis jetzt npch 
seilen Gegenstand wissenschafllicher Untersuchungen gewesen. Die Gesetze 
derselben sind noch wenig entwickelt, und selbst die Thatsachen noch wenig 
durch Messungen fesigeslellt. 

Was zunächst die Schwächung des Lichtes beim Durchgänge durch die 
Atmosphäre betrifft, so werden in den Lehrbflchern noch jetzt die Beobach* 
lungen von Bougner und Laaibert als maafsgebend angefahrt, bie ersteren 
befinden sich schon in dem kleineren Werke von Bouguer: Essai d'oplique 
V. J. 1729. Die letztern sind in Lamberts Pyrometrie beschrieben, und das Re- 
sultat derselben ist schon in seiner Photometria v. J. 1760 angeführt. Dieses 
weicht aber von dem Bouguer's sehr ab. Nimmt man nämlich an, die Sonne 
stände im Zenith, so dafs der Weg, den die Strahlen in der Atmosphäre zu 
durchlaufen haben, möglichst klein wäre, und setzt die Stärke des Lichtes 
aufserhalb der Atmosphäre = 1 , so ergiebt sich aus Bouguer's Messungen, 
dafs die Stärke des an der Erdoberfläche ankommenden Lichtes noch 

0,8123 
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sein würde. Lambert dagegen giebt unter denselben Umständen 

0,59 
an. Kaemtz beschreibt in seiner Meteorologie noch Beobachtungen, die er 
selbst über diesen Gegenstand angestellt hat, und deren Resultate swisehen 
die beiden eben angeführten Zahlen fallen. Es ist jedoch, wie er selbst sagt, 
die Erscheinung noch lange nicht als hinlänglich festgestellt su betrachten. 

Noch weniger ist die Helligkeit des blauen Himmels, (also die leuch- 
tende Kraft der Atmosphäre) bei verschiedenem Stande der Sonne, und an 
verschiedenen Puncten des Himmels, experimental untersucht 

Dieser Gegenstand bedarf indessen auch noch einer besonderen Be- 
handlung. Obgleich nämlich der Grund der Erscheinung im Allgemeinen leicht 
klar ist, und unmittelbar mit der Schwächung des directen Sonnenlichtes zu- 
sammenhangt, so wirken doch cur Erzeugung der HeUigkeit an Jedem Puncto 
des Himmels mehrere einwirkende Umstände mit, deren Einflufs sich nicht un- 
mittelbar durchschauen lälst. Es ist daher noüiwendig, dafs man sich durch 
mathemaäs^e Betrachtungen vorläufig klar mache, welche Lichtstärke und 
LiehtverUieilung bei Berücksichtigung dieser Umstände zu erwarten sei. Ohne 
eine solche Rechnung können eine Menge mühsamer Messungen doch im- 
mer nur ein sehr lückenhaftes Bild des Himmels geben. Hat man sich über 
die betreffenden Ursachen und Wirkungen Rechenschaft abgelegt, so können 
einige gut gewählte und genau angestellte Versuche, falls sie die bei der 
Rechnung gemachten Hypothesen bestätigen, schon hinrdchen, sogleich die 
ganze, etwas verwickelte Erscheinung ins Klare zu bringen, oder im ent- 
gegengesetzten Falle die Unstatthaftigkeit der Hypothesen zu zeigen; was eben 
so nützlich ist. 

Eine Rechnung der Art findet sich in Lamberts Photometrie, und ist, so 
viel ich wei&, die vollständigste Arbeit über diesen Gegenstand, welche existirt 
Aber, so sehr auch diese Arbeit zu schätzen ist, da sie den ersten Grund zur 
wissenschaftlichen Behandlung des Gegenstandes legt, so dürfte sie doch eben 
nur als Anfang einer solchen zu betrachten sein. Es werden darin zur Ver- 
einfachung der Rechnung noch Hypothesen aufgestellt, die zu weit von der 
WahrscheinÜchkeit abweichen, als dafs man von den aus den Formeln fol- 
genden Zahlenwerthen auch nur eine annähernde Übereinstimmung mit der 
lYirklichkeil erwarten dürfte. 

Lambert sagt nämlich (S. 405) , nachdem er den Verlust, den das directe 
Sonnenlicht in der Atmosphäre erleidet, bestimmt hat: diese von der Atmosphäre 
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aufgefangene Lichlmenge könne man sich in drei Tbeile gelheilt vorstellen. Ein 
Theil werde in der Luft selbst absorbirt, ein zweiter gelange als reflectirles 
Licht an die obere Grenze der AlmosphSrc, und werde also in den Wellen- 
räum ausgestrahlt, und der dritte, ebenfalls refleclirtes Licht enthaltend, gelange 
zur Oberfläche der Erde. 

Den ersten dieser drei Theile nimmt er als unbedeutend an, und ver- 
nachlässigt ihn in der Rechnung; die beiden anderen setzt er einander 
gleich. 
Beide Hypothesen lassen sich anfechten, und Kaemtz hebt in seiner Meteo- 
rologie besonders die Unsicherheit der ersteren hervor, dafs die Menge des 
absorbirten Lichtes unbedeutend sein solle. Über diesen Gegenstand lAfst 
sich indessen zu wenig Sicheres sagen; und andererseits, wenn man die Ab- 
sorption wirklich vorläufig in den Rechnungen aufser Acht läfst, wird es durchaus 
nicht schwer sein, den dadurch entstehenden Überschufs an refleclirlem Lichte 
nachträglich in Abzug zu bringen. Es mag daher dieser Punct fflr jetzt un- 
berflcksicbtigt bleiben und wir wollen uns zu der zweiten Hypothese wenden. 
Auf ihr beruhen alle Rechnungen Lai/i6^r/^^ und eine Änderung in derselben 
mufs auf die ganze Verlheilung des Lichtes am Himmel wesentlichen Eln- 
flufs haben. 

Diese Hypothese wollen wir also zunächst etwas näher betrachten. 
Lambert sagt, von dem reflectirlen Lichte gehe die Hälfte nach oben, 
die andere Hälfte nach unten. An anderen Stellen dräckt er im Wesentlichen 
Dasselbe etwas anders aus, nämlich (Seite 410): ^ponemus .... particulas 
„lumen intercipientes perfecte esse reflectentes'" und (S. 411): ^particulas istas 
^ässe instar puncli tenui lumine radianlis/' Dieses jedoch ist etwas weiter zu 
erläutern nöthig. 

Es ist aus mehrfachen GrOnden hinlänglich klar, dafs man sich die Zer- 
streuung des Lichtes in der Luft mufs bewirkt vorstellen durch Reflexionen an 
unzählig vielen in der Atmosphäre schwebenden Körperchen, deren reflectirende. 
Flächen alle möglichen verschiedenen Lagen haben. Die Gestalt dieser Kör- 
perchen ist gleichgültig, und es läfst sich leicht zeigen, dafs es für die Stärke 
des ganzen nach jeder -Richtung reflectirlen Lichtes einerlei ist, ob man an- 
nimmt, dafs jed^s Körperchen das Licht nur nach einer oder nach einigen 
Richtungen reflectire, und dafs, indem diese Richtungen zugleich mit der Lage 
der Körperchen vom Zufalle abhängen, für jede beliebige Richtung dnrch- 
schnittllch gleich viele Körperchen vorhanden seien; oder auch, ob man sich die 
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KArperchen von solcher Gestalt vorstellt, dafe schon jedes derselben für sich 
dem ankommenden Lichte refleclirende Flächen von allen möglichen Lagen in 
gleichem Verhältnisse darbietet, indem sich seine Oberfläche durch alle Lagen 
^eiehmfiisig krOmmL Soldi ein Körper ist die KngeL Man kann also, ohne 
irgend eine Hypothese Aber die wirkliche Gestalt der reflectirenden Körperchen 
zu machen, inr Bestimmung der von sehr vielen solcher Körperchen nach ver- 
schiedenen Richtnngm reflectirten Lichtmengen fflr jedes derselben die Kugel- 
gestalt annehmen. 

Was nnn das von einer Kugel reflectirte Licht betrifft, so gilt von 
demselben folgender Sats, den schon Lambert (Phot. S. 300 n. f.) dargethan 
hat, und dessen Riditigkeit sich auch aus einfachen BetrachtnngMi ergiebt: 

Nimmt man an, der Stoff, aus dem die Kugel besteht, habe die Ei- 
genschaft, aUes auffallende Licht zu reflectiren, die Kugel sei also ^perfecta 
reflectens'', und sie werde von einem Puncto her, aus einer gegen ihren Halb- 
messer sehr grofsen Entfernung erleuchtet, so würde sie das von ihr reflectirte 
Licht nach allen Seiten gleichmfifsig zerstreuen, so dafs man sie als einen 
selbstleuchtenden Punct („instar puncti radiantis^') betrachten könnte, welcher 
ringsum sich Licht von gleicher Starke verbreitet 

Derselbe Satz gilt offenbar auch , wenn der Stoff nicht gerade Alles auf- 
fallende Licht, aber, bei verschiedenen Einfallswinkeln, doch stets einen gleichen 
aliquoten Theil des auffallenden Lichtes reflectirte. 

Nähme man nun an, die Körperchen in der Atmosphäre beständen aus 
einem solchen Stoffe, so würden sie allerdings das von ihnen aufgefangene Licht 
r^lgsl^nher gleichmäfsig zerstreuen, und dann würde natürlich die eine Htifte 
dieses Lichtes die oberen Regionen suchen, die andere Hälfte die unteren. 
Freilich ist damit noch nicht gesagt, dals auch wirklich die Hälfte des in der 
Atmosphäre zerstreueten Lichtes an der oberen Grenze derselben, und die andere 
Hilfte an. dir Erdoberfläche anlangen würde. Im Gegentheile wird sich im 
Verknife der nachfolgenden Rechnungen ergeben, welche . Unterschiede auch 
da noch eintreten. Indessen, auch abgesehen von diesen^ dürfen wir doch 
die für jenen Satz noth wendige Bedingung über die. refleclirende JCraft des 
Stoffes durchaus tticht zugeben. Dieselbe müflste von dem Einfidlswinkd un- 
abhängig iWBL. Es ist aber bekannt, da& bei alleU' sjpiegelnden Körpern die 
Intensität des reflectirten Lichtes bei groben Einfallswinkehi bedeutend stär- 
ker ist, eliA bei kleinen. Fflr Wasser z. B. hat schon Botr^ar experimental 
nachgewiesen (Optice in laLi conv. a BkhUnburf. Yiennae 1772. 8.66), 
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dafs, während der Einfallswinkel von bis 89^^ zunimmt, die Menge des 
reflectirten Lichtes im Verhältnisse von 1:40 wSchst, nnd seine Zahlen stim- 
men ziemlich gnt mit denen, die man ans Fresneh theoretischen Formeln be- 
rechnen kann , wenn man dieselben auf Wasser mit dem Brechangsrerbflltaisse 
1,3^3 anwendet. Man sieht also, dafs die Unterschiede, die hiebet zur Sprache 
kommen, viel zu grofs sind, als dafs man sie vemachlAssigen dflrfte. 

Wir wollen daher im Folgenden die Stärke des nach verschiedenen Rich- 
tungen reflectirten Lichtes als Function des Einfallswinkels betrachten, oder, 
besser, als eine Function desjenigen Winkels, welchen der reflectirte Strahl 
mit dem einfallenden bildet. Es sei nämlich (Taf. L Fig. 1) P ein Ponet 
einer reflectirenden Fläche AB, auf welchen aus S ein Lichtstrahl SP fällt, 
und PN die Normale in diesem Puncto, so ist SPN=ii der Einfallswinkel. 
Es sei ferner PT die verlängerte Richtung des einfallenden Strahles, und PO 
der reflectirte Strahl, so ist 

OPr= 9 = 180^ -2t 

der Winkel, als dessen Function wir die Intensität des Strahles PO betrach- 
ten wollen. 

Wendet man dies auf die Zerstreuung des auf eine Kugelfläche TaUen- 
den Lichtes an, so ist leicht zu ersehen, dafs man zwar noch an die Stelle 
der Kugel einen selbstleuchtenden Punct setzen darf, aber nicht einen solchen, 
der nach allen Seiten gleich stark leuchtet, sondern einen solchen, der in ver- 
schiedenen Richtungen ungleich bell erscheint. Und diese Helligkeit wird dar- 
gestellt durch die erwähnte Function des Winkels ^, den die entsprechende 
Richtung mit den directen Sonnenstrahlen bildet. Wir wollen diese Function 
durch 

bezeichnen. 

Es konnte nun auf den ersten Blick scheinen, als ob die Aufgabe. Ue- 
mit abgethan wäre, und man hätte, um die richtige Lichtvertbeilung.za indeo, 
die X/OniA^fechen Rechnungen nur dadurch abzuändern, dafs man statt der dort 
angenommenen gleichförmigen Zerstreuung die durch F(^) ausgedrfldile Zer- 
streuung zu Grunde legte. Es kommt indessen dabei noch ein besonderw Uah 
stand in Betracht, der fflr Lamberts Annahme günstig isl, und iet nun eine 
doppelte Behandlung des Gegenstandes nöthig macht. Lambert selbst fahrt ihn 
rar Rechtfertigung seiner Annahme an, mit den Worten (S.405): ^ob infinitas 
^in Q&re reflexiones'*; und es ist darunter Folgendes zu verstehen. 
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Das Licht, welches durch einmalige Reflexion an den in der Atmosphfire 
schwebenden Körperchen zerstreuet wird , hat bei seinem Durchgange durch die 
Luft wiederum dieselbe Schwftchang au erleiden, wie das directe Sonnenlicht, 
indem eia Theil desselben durch eine zweite Reflexion abermals nach allen Seiten 
hin zerstreuet wird. Von diesem letzteren wird eben so ein Theil zum drilten- 
male refleclirt u. s. f.; so dafs die Zahl der Reflexionen unbegrenzt ist. Da- 
durch wird nun allerdings eine gröfsere Gleichrörmigkeit in der Zerstreuung 
des Lichtes hervorgebracht, als bei blofs einmaliger Reflexion; doch darf man 
den Einflufs diesem Umstandes nicht überschfitzen. Von dem einmalig reflc|c- 
tiflen Lichte nämlich erreicht der gröfsere Theil ungehindert sein Ziel (die 
obere oder imtere Grenze der Atmosphäre) , und nur der geringere wird zum 
zweiten Male reflectirt. Diesen zweiten Theil kann man dann ohne Bedenken 
als nach allen Richtungen hin gleichförmig zerstreuet betrachten und Lamberts 
Annahme gelten lassen, dafs derselbe, welche weiteren Reflexionen in ihm 
auch noch vorgeheo mögen , endlich zur Hälfte zur Erde gelange und zur Halfle 
in den Weltenraum verloren gehe. Dadurch sind wir der besonderen Be«- 
tra^tODg der dritten , vierten u. s. w. Reflexion Oberhoben. FQr den ersten, 
nofMainmal refiectirten Theil dagegen ist die durch F{^) ausgedrückte Un^ 
gleichförmigkeit der Zerstreuung vollständig in Rechnung zu bringen. 

Da nun die Wirkungen dieser beiden Theile des ganzen zerstreueten 
Lichtes einzeln berechnet werden müssen, so kommt es zunächst darauf an, 
die beiden Theile von einander zu eondern. Es mufs bestimmt werden, wie- 
viel von dem einmal reflectirten Lieble als solches zur Erde, oder an die obere 
G^nze der Atmosphäre gelangt, und wieviel dagegen noch eine zweite Re- 
flexion erleidet; und diese Sonderung ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. 
Pie weitere Ausführung der Rechnungen, um die leuchtende Wirkung des 
ganzen Himmels und die Helligkeit desselben an einzelnen verschiedenen Poncten 
zo bestimmen, behalte ich mir noch vor. Dazu nämlich muis die Form der 
FuneUon F(q>) bekannt sein , und um diese zu finden , mufs man eine bestimmte 
Hypothese über die Natur der lichtzerstreuenden Körperche« in der Atmosphäre 
machen. In der gegenwärtigen Arbeit ist für den Gang der meisten Unter- 
spchniKgen eine solche Hypothese noch nicht nölhig, sondern nur insoweit eine 
spectaUe Hypothese, als erforderlich ist, um an ihr beispielsweise zu zeigen, 
wie sich die Constante in einer vorher gewonnenen aUgemeinen Formel finden 
lasse, und wie man eine andere, zur vollständigen Sonderung der beiden Licht- 
.m^ngea n^jeh nötbige Bestimmung auefübrev könne. . 

'■•••'■' ■ 17»' ■ 
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Wir wollen die Sonderung erst unter der Voraussels^g ausfahren, dafs 
schon das mnmalig reflectirte Licht gleichmälbig ringsumher zerstrenet sei, und 
dann untersuchen, wie man die durch die Ungleichmfirsigkeit entstehende Än- 
derung in dem Resultate berechnen Icönne, sobald Aber F{q>) eine bestimmte 
Annahme gemacht ist. 

Wenn Licht ein unvollkommen durchsichtiges Mittel zu durchscheinen 
hat, so verliert es auf diesem Wege von Strecke zu Strecke etwas von seiner 
Intensität. In welchem Verhältnisse dieses geschieht, haben schon Boußuer 
und Lambert hinlinglich dargethan, und ist auch leicht zu ersehen. Es sei nfim- 
h*ch die ursprflngliche LichlstSrke = 1 , und man bezeichne die Stärke, welche 
nach Zurflcklegung des Weges x in dem betrachteten Mittel noch übrig ist, 
mit Vt so ist 

WO d die von der Dichtigkeit des Mittels abhängige Undurchsicbtigkeit dessel- 
ben an den den verschiedenen Werthen von x entsprechenden Punclen ist. 

Im gegenwärtigen Falle ist die atmosphärische Luft das unvollkommmi 
durchsichtige Mittel, und wir mflssen also iieGestali der Atmosphäre kennen. 
Sie ist eine Eugelschicht, bei der aber das Verhältnifs der beiden Radim der 
inneren und der äufseren Grenzfläche (sofern man Oberhaupt von einer be- 
stimmten äufseren Grenzfläche reden darf,) sehr wenig von der Einheit ab- 
weicht Bedenkt man dazu noch , dalä die oberen Regionen der Atmosphäre, 
wegen der dort Statt findenden geringeren Dichtigkeit, weniger in Betracht 
kommen, als die unteren, für welche jenes Verhältnifs der Einheit noch näher 
kommt, so findet sich die Abweichung so geringe, dafs man sfe bei vielen 
Betrachtungen vernachlässigen kann: d. b. man kann bei vielen Betrachtungen 
die Atmosphäre über einem bestimmten Orte der Erde als eine ebrae, nach 
allen Horizontalrichtungen bin unbegrenzte Luftschicht annehmen. Dieses findet 
auch bei der Bestimmung der Lichtstärke in der Atmosphäre bis zu einer ge- 
wissen Grenze Statt. Lambert zeigt (S. 408), dafs, so lange die Sonne 
nicht weiter als 70<^— 75<> vom Zenith entfernt ist, jene Annahme keinen 
merklichen Fehler hervorbringt. Ja, man kann hfnzufQgen, dafb der dadurch 
entstehende Fehler, im Vergleich mit der durch den Gegenstand selbst bedingten 
Ungenauigkeit der Beobachtungen, noch bis 80^ Zenith -Abstand der Sonne 
geringe genug ist, um ihn in Fällen, wo es nicht auf besondere Genauigkeit 
ankommt, vernachlässigen zu dflrfen. Wir machen daher ebenluDs jene An- 
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nähme, und bemerken also, dafs die Resultate der Untersochongen nur gültig 
sind, wenn der Zenitb-rAlMMnd der Sonne nicht gröfser ist, als 75^ bis 80^. 

Hat inan nun die Atmos|Aire einnal als eben und nach aUen Hor^-» 
xootalriebtungeB hin . unbegrenzt angenommen, so ist es fdr di^ ganze licht- 
serstreoende und leuchtende Wirhung derselben durchaus gleichgOUig, ob sie 
aus pardlelen Schichteil ton verschiedener Dichtigkeit bestehet, wie man es 
inier Wirklidikiit imnehmen mn(s, oder ob sid eine einzige, gleichförmig dichte 
Sdiieht wfee, aber.Yon soleher Didke^ ia& sie allein dieselbe LichtschwAdiung 
herrorbrlchte, aia aUeJene paridlelen Schiabten nsammengenommen. lYir 
betrachten daher im Verlaufe der nadifolgenden Untersuchung, ohne es jedes- 
mal ausdracklich zu sagen, die Atmosphäre stets als eine ebene, nach allen 
Uorizontfl^jchlungeabin unendlich ausgedehnte Luftschicht von durchweg gleicher 
Dichtigkeit. 

Alsdann ist die in der Gleichung (1.) vorkommende Gröfse d eine Con- 
stante, und wir haben alsQ . 

folglich ^ 7 ' ''* '" 

Es sei niöi CiÜ (Flg!''2) die Oberflache der Erde, BF die obereGrenze 
der Atmosphäre und AB^ h die Bohe derselben. Im Puncto P, dessen 
EtUkeÄP durch y bezeicbhet sei, betrachten wir einen unendlich kleinen prisma- 
tischen Raum, dessen horizontale obere und tintere Grundfläche ilfA^== mit :s=ii9 
und dessen Höhe ilfMe^ify sei , also die Gröfse desselben :=idsdy. Dieser 
kl|»lne Raum sei, .wie die umgebenden Räume, mit Luft gefällt und von der 
l^onne in cter Richtung ^1^ beschienen, welche mit der Senkrechten den Win- 
kptiS^PA===;^ mqcbt: so sbtf.nnn zunächst die Lichtmenge (/^) bestimmt wer- 
den, welche dieses fnement versendet. DIeizu stelle man sich vorläufig dn 
anderes, neben jenem befibdlfdies Element von derselben Gestalt und Gröfse 
' Vor, 'über ili "diMetNerr tage: nlMffidi so, dafs seine GmndflädieB de nicht ho- 
rizontal, sondißra")ai6nMl'' sind g^en die Richtung der ankommenden Strah- 
len, also gegen SP. \- Dann ist, wenn man die Intensität des ankommenden 
Lichtes = v setzt, die auf das Element auffallende Liditmenge = vds. In- 
dem dieM ^aü'tetokeHt dttrehsdieint, ii^rd sie etwas geschwädit, indem sie 
nach Zarflcklegung des kleinen Weges 4y zufolge der Gleichung (2.) nur 
noch =^9dee'^*^y ist. Die von dem JEUemente aufgefangene und nun rings- 
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umher zerstreoete Lichtmenge ist also 

fi = pds(i — er^'^) =:rlif.deäy. 
Dieses Resultat ist aber nicht an die oben angenommene Lage des Elementes 
gebunden; denn, da es Oberhaupt auf die Gestalt desselben gar nliäit ankonint, 
sondern nur auf die darin enthaltene Luflmenge, so ist auch seine IJage gegen 
die ankommenden Strahlen gleichgQltig, und jener Ausdruck gilt eben ao fftr 
das horizontal stehende Element bei P. Um die in dem Ausdnicke Vorkoili-'^ 
mende Gröfse v zu bestimmen, braucht man nur zn erwägen, dafs das SoüeB» 
licht, welches ursprOnglicb die Intensität 1 hatte, ehe es zo dem Elemeirie 
gelangt, den Weg 1'& = (A— y)sec;^ zurflcklegen mufe: also ist dort > 

Dieses in den obigen Ausdruck gesetzt, giebt die Menge des von dieiM Eldm^nte 
ausgesandten Lichtes 

3. ^ = i/^rfy.(y.«r^-^*-y>»^y. 
Ferner wollen wir den Theil {X) dieser ausgesandten Lichtmrage be- 
stimmen, welcher, ohne eine Reflexion auf seinem Wege zu erleiden, an der 
Erdoberfläche anlangt. Es sei um den Punct P ( Fig. 2) eine Kugelfläche be- 
schrieben, welche die Gerade AB in den Puncten a und b schneidet: so ist 
die von P nach dieser ganzen Eugelfläche hin ausgesandte Lichtmenge = fi. 
Es sei ferner um a, als Pol, in der Bogen-Entfernung ar = ß eine Zone von 
der Breite rt=zdß gezogen, so ist deren Flichenraum =27rsin/9 j/^, also 
die nach ihr bin ausgesandte Lichtmenge 

Dieses Licht hat, ehe es zur Erde gelangt, den. Weg Ptl^;=ysecß in oer 
Atmosphäre zurückzulegen, wodurch es im YerhAltnisse von l:e"^-y»~' ge- 
schwächt wird. Die wirklich dort ankommende Lichtmenge ist aba nur nocK 

5. =^ ^/ie^^'y''''^9inßdßy 
und diesen Ausdruck mufs man, um die ganze von P zu/r.Erde gelangende 
Liditmenge zu erhalten, von /3 = bis ß=z909 inlegriren^ also 

A = |^/'^"*V^y"i'sin/9rf/3 
nehmen. Setzt man hierin d.yseoß^x, so geht der Aosdracfc in 

6. l = ^fi^,yj ^dz 
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Aber, oder, indem man fflr fi seinen Werth aus der Gleichung (3.) subslitoirt, in 

*/ - z 

Dasselbe, '^s tön einem solchen Elemente gilt, gilt von jedem ataderen, üi 
derselben-^A^liei^^ hefip^licheii |el(enfaUs ; man kann also die Gleicbuigen (3. 
und 7.) sogleich auf eine ganze Luftschicht mit der Grundflfiche 1 und yon 
der Dicke dy ausdehnen. Demnach ist die von einer solchen audgesan^ 
Liditmenge 

3 a. = dyd.6^^^'y^^y^ 

und der davon zur Erde gelangende Theil ist 

7 a. = \äyd.d.y€r^'^^^'''rr""'£ldz. 

Betrachtet man nun statt der einen Elementarschicht bei P (Fig. 3) 
eine ganze, wnfM^edititdarcb. die Atmospbire g^ende Luftsäule uAiS, mit de« 
Querschnitte 1 , ^ erhalt^ man die ganze, von derselben ausgesandte Licht- 
menge {M) und den ganzen davon zur Erde gelangenden Theil {L) , wenn 
man die Ausdrdcice (ä a. und 7 a.) von y = bis ' y = ä integrirt. 

Aus I (3 a.) ergieb^ sich 

M 

... ... I. , .... . ^... . ,.«ecy ^ . 

Wir wollen hier eine abgekürzte Bezeichnung einführen, die durch die ^nze 
folgende Rechnung beibehalten werden soll, nämlich 

a if.ys=^a^i ^.ÄBfcsa; sec/=c 
setien« t>emDach ist . . 

■ y c 

Jm C7a.> dagegai arkait nan- :> 
, :\ . L ^ I9i^^'^^rf'''%d.y^'^^^^ 

yssO xssS.y 

%chl^ nnm kier dit: akgekirilmJSeicbis ana (&.> an, so gekt.der Auii4 

10. L = i«""y^'^""[^«^*^^^]rf^ 
aber. Um diese lätegratidn- auszuführen, setze man der Kurse wegen 
lt. . : . .^r«'*.— f(sy- und J"^ dx = y (<p>, 
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-90 dafs ■' 

JC 

ist. Hierauf die Methode der partiellen Integration angewandt ^.giebt 

ff{x).q>{xydx = y(ar)y/^(ar)rfa^-^ 'i 

Nun ist nach (11.) 

/nx)dx =: ^^(ex-i) and ^|M=-.r^, . 
und durch Einsetzung dieser Werthe erhslt man 
ff^a:).<pix)dx = ±4r'(cx-i)/"^dx+^/^er'{cx-i)dx 

X 

= -,e^'icx-i)/ —dx^-J—-dx-r-:J-:^dx. 

X 

Es werde wieder eine abgekfirxte Beseichnnng elq^dflüirt, nfltnHch 

13- {c—\)x=^z nnd (c— l)ii=s* 
gesetzt. Dieses auf das zweite nnd dritte Integral des Yorig^ Ausdruckes an- 
gewandt, giebt 

ff(x).^ix)äx = ^e-{cx-i)f'^dx^^f^dz^'^f^,dz. 

X 

Hier lassen sich noch das erste und dritte Integral auf einfachere Ansdräc^e 
zurflckfflhren, nfimlich auf . . ^ ' ' \ ' \ 
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Substituirt man diese Ausdrücke in der vorigen Gleichung, madit die nfttliigen 
Zusammenziehungen, und setzt endlich noch fflr das Zejdien ff(x).q>{x)dx 
dasjenige Integral, welches dasselbe nach (12.) TertnlM htfcy ad eigitbt «ii 

X flO 

Die beiden hier noch Yorkommendeft Integrale lassM sich niidit 'In gaiUilo^ 
senen Ausdrflcken darstellen; sie geben aber folgende, fflr die Rechmnig! ^bdi*- 
queme unendliche Reihen: ^ 

f^dz = JS:+log^ + 5. + 5^. + 5^4-,... . 
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Hier ist K natürlich eine willkflrliche Constante, welche ans der Rechnling 
wegfillt, sobald man fflr die Integration bestimmte Grenzen setzt; C dagegen ist 
eine bestimmte Gröfse^ welche wir kennen mflssen. Sie ist schon von Brandes 
auf 5 Stellen berechnet und später noch genauer gefunden , nämUdi: 

C = 0,5772157 

Setzt man die Reihen in (14.)) nimmt die Grenzen der Integrale von ar==Ö 
bis it = a und daher resp. von z = bis z=^b^ und macht die nOthigen 
Zusammenziehungen , so erhalt man 

16. /°[ar«'/'-^<fcr]Är = l.j<:(«»-l)-|-[(c/i-l)«~+l](C+Iog«), 
Setzt man der Kürze wegen 

und substitnirt den Ausdruck aus (16.) in (10.), so ergiebt sich schliefslich 

18. L = ^{c{^-\)-\-[{ca-i)ir-\^\-\{C^\oga)^^^^ 

Dieses ist also der Antheil des von der ganzen Sfiule ausgesandten 
Lichtes, welcher wirklich zur Erdoberflfiche gelangt. 

Auf ganz entsprechende Weise erhält man denjenigen AnUieil jenes 
Lichtes, welcher nach der obem Grenze der Atmosphäre gelangt. Um zu« 
nächst die Lichtmenge {l') zu finden, welche, von einem Elemente dsdy 
beiP ausgehend, oben anlangt, braucht man nur in der Gleichung (6.) h—y 
statt y zu setzen. Es ist also 

19. A' = i^<^.(A-y)/'" ^dz. 

Hierin mu& für fi der Werth aus (3.) gesetzt werden. Dehnt man dann den 
Ausdruck sogleich auf die Schicht von der Grundfläche 1 und von der Dicke dy 
aus, so erhält man, dem Ausdrucke (7a.) entsprechend, für die oben anlan- 
gende Lichtmenge: 

Dieser Ausdruck mufs, um die entsprechende Lichtmtage (L) für die ganze 
Säaie zu erhalten, von x = bis y^=zh integrirt werden. Setzt man iw^ 
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^(A— y) = a?', so erhält man 

21. V = 4/'^"'[^'^"'"7^-5r^^']^^V 

und vergleicht man diesen Ausdruck mit der Gleichung (10.), so zeigt sich 
dafs das Integral von dem dortigen nur dadurch sich unterscheidet, dafs 
der Factor c, der dort das -f Zeichen hatte, hier das Zeichen — hat. Wir 
brauchen also das Integral nicht von Neuem zu entwickeln, sondern nur in 
dem dort gefundenen Ausdrucke (16.) flberall das Vorzeichen von e umui- 
kehren. Dabei geht ä==(c — 1)« in — (c-fl)^ über. Wir wollen daher das 
neue Zeichen 

22. (c+l)tf = b' 

einführen, so dafs also b durch ümkehrung des Vorzeichens von c in — 6' 
übergeht. Dies giebt 

U X 

+(^«+i)'-"(«-2^+ÄT-")+(-*'+Är-33r+--!- 

Setzt man hier noch 

f)A IJ j^ I j^ n 

2^''~3-31 — ^' 

SO erhfilt man zufolge der Gleichung (21.) endlich 

25. L'=gly{c(l-Hi-*')~[(c«+l)e---l](C+log«)+(cfl+ 

Die Gleichungen (9. 18. und 25.) bestimmen also für jeden Stand 
der Sonne die von einer senkrecht durch die Atmosphäre gehenden Lafll- 
säule mit dem Querschnitte 1 ausgesandte Licbtmenge und die davon wirklich 
an die untere und an die obere Grenze der Atmosphäre gelangenden Theile. 
Da man sich ferner die ganze Atmosphäre als aus solchen Säulen bestehend 
vorstellen kann, so gelten die Verhältnisse zwischen diesen Werthen soglief cÄ 
für das in der ganzen Atmosphäre zerstreuete Licht. 

Um aber die Verhältnisse in bestimmten Zahlen berechnen zu \fA^ 
neu, mufs die Gr&fse a gegeben sein. Es ist nämlich nach (8.) a=^d.h 'tiiid 
l:«""^'^ ist das Verhältnis der Lichtstärke eines Gestirnes, bevbr sein Licht 
in die Atmosphäre getreten ist, und nachdem es dieselbe senkrecht durchschie- 
nen hat. Dieses Verhältnifs; oder Oberhaupt die Durchsichtigkeit derLnft, nMft 
durch Versuche bestimmt werden. Bis jetzt herrscht daher, wie schon 
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erwfihnt, unter den Angaben der Physiker eine grofse Verscbiedenheit. Audi 
liandelt es sicli hier nicht blors nm eine einzelne Zahl; Tielmehr ist die Darob- 
sichtigkeit der Luft offenbar in verschiedenen Glimaten und unter verschiedenen 
Witterungsverbaltnissen sehr verschieden. Es kommt also darauf an, unter man- 
nichi«<Aen Umstanden , mit genauer Berflcksicbtigung und AufEeichnung dersel- 
ben , diese GrOfse zu besUmmen, udd es ist zu wflnschen, dafs redit viele 
geschickte Beobachter sich des Gegenstandes annehmen möchten, was dorch 
seine Wichtigkeit die Mflhe gewifs reichlich belohnen wOrde. 

Ich nehme vorläufig, da keiner der oben erwähnten Werthe durch be- 
sondere Umstände so begünstigt ist, dafs man sich für ihn entscheiden mflfste, 
und aufserdem unter verschiedenen Verhältnissen auch verschiedene Werthe 
gelten, einen Mittelwerth an und setze 

26. Ä-^* =±= 0,75, 

so dafs also bei senkrechter Durchstrahlung der Atmosphäre ein Viertel der 
Licht-Intensität verloren ginge. Dann ist 

27. a = d.A 

= — log nat 0,75 
= 0,2876819 

' Mit diesem Werthe kann man nun zur numerischen Berechnung der obigen 
Gleichungen schreiten; und dann ist die verlangte Sonderung desjenigen Lichtes, 
welches durch eine zweite Reflexion abermals in der Atmosphäre zerstreuet 
wird, von dem, welches nur eine einmalige Reflexion erleidet, geschehen; 
unter der Voraussetzung^ dafs schon das letztere gleichmä&ig zerstreuet sei. 

Um den Gang der gefundenen Functionen im Allgemeinen kenntlidi 
zu machen, habe ich die Berechnung fQr einige Werthe von ^ ansgefikhrt 
.und die Resultate in der nachfolgenden Tabelle zusammengeslellU Es werde 
nAmlich die durch die erste Reflexion abwärts gesandte Lichtmenge mit m be- 
zeichnet, die aufwärts gesandte mit m\ und die Summe beider, abo die ganze, 
durch einmalige Reflexion in der Atmosphäre zerstreuete Lichtmenge, wie schon 
frftber, mit M, so dafs im gegenwärtigen Falle 

m = tu! = ^M 

ist. Femer bezeichnen wir, Dem entsprechend, den Verlust, den m auf seinem 
Wege vermöge abermaliger Reflexion erleidet, mit n, also durch n=:^^M-^L, 
40a Verlust von m' mit n\ also durch n' = \Mi—L\ und endlich den Verlust 

18* 
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bdder, also die ganze durch die zweite Reflexioa in der Atmosphäre 
streuete Lichtmenge mit iV. Dann sind es die Verhältnisse 



m 



_ 
«7 



und ^, 



also die verschiedenen Lichlverluste, gemessen durch die jedesmal entsprechen- 
den ausgesandten Lichlmengen, welche durch die in der 2ten, 3ten und 4tmi 
Columne angeführten Zahlen ausgedrfickt werden , während die Zahlen der 
ersten Columne den Zenith- Abstand der Sonne angeben. 



y 


fl 

m 


fll 


M 





0,33648 


0,31389 


0,32519 


20». 


0,33720 


0,31316 


0,32518 


40» 


0,33987 


0,31041 


0,32514 


60» 


0,34747 


0,30247 


0,32497 


70» 


0,35739 


0,29194 


0,32467 


. 80» 


0,38538 


0,26054 


0,32296 



Aus dieser Tabelle ergiebt sich, was vorläufig schon oben erwähnt wurde, 
dars, selbst wenn das durch eine erste Reflexion zerstreuete Licht zur Hälfte 
aufwärts und zur Hälfte abwärts gesendet wände, darum doch noch nicht die 
eine Hälfte wirklich oben und die andere unten anlangen mOfste. Das nach 
oben gehende Licht verliert weniger durch die zweite Reflexion, als das nadi 
unten gehende; und dadurch wfirde eine Ungleichheit entstehen. 

Ist auf solche Weise die Bestimmung unter der Annahme gleichförmi- 
ger Zerstreuung gemacht, so fragt es sich weiter, wie man den Einflnfs, den 
die durch i^(9>) ausgedrOckte Ungleichförmigkeit auf die Resultate hat, in Rech- 
nung bringen könne, sobald man F{(p) kennt. 

TV 
Fassen wir zunächst das Verhältnifs ^ , welches fflr die weiteren RmIi- 

nungen das wichtigste ist, ins Auge, so läfst sich fOr dieses der Gang itees 
bequemen und hinreichend genauen Verfahrens schon angeben, indem niail nnr 
eine vorläufige, noch sehr unbestimmte Annahme über die Form von 1^) 
macht; erst zur Bestimmung einer dabei vorkommenden Constanten bedarf man 
dieser Function selbst. 

Betrachtet man nämlich die Zahlen der 4ten Colnmhe in der obIgMi 
TabeHe^ so sieht man, dafs sie bisy:=70^ noch nicht um «im Einheit der 
dritten Stelle von einander abweichen, und der Unterschied auch bei ^r.ss.soo 



ßm ClmuäiuSß über die JUcki^üerstreuwig in der Atm0§pkärfi* 137 

mir wenige Einheilen dieser Stelle brtrfigL Für y=t9Q^ wird der Unter- 
schied etwas grd&er; doch liegt dies aufser den Grenzen der gegenwärtigen 
Betraditnngen. Man kaAn also, so lange der Zenitb- Abstand der Sonne 
nicht über 80^ hinausgeht, jenes Yerhaltnirs nnbedenklich als conslant belracb-- 
tea., und setzen: 

28, ^ = 0,325. 

N 
Diese UnverAnderliehkeit des Verhältnisses -^ wird aber gestört, sobald die 

Zerstreuung nicht mehr gleichförmig ist Um fibersehen zu können, welcher 
Art diese Abweichung sein wird, betrachten wir wieder ein einzelnes mit 
Luft gefälltes Raum -Element, welches nach allen Seilen Lichtstrahlen ver- 
sendet Die Gröfse der Wege, welche diese Strahlen in der Atmosphäre 
zurücklegen müssen, also auch die «Gröfse der Verluste, welche sie erlei- 
den, ist sehr verschieden, nnd hangt von ihren verschiedenen Richtungen ab. 
Haben die Strahlen ursprQnglich gleiche Intensität, so nimmt die Summe der 
Verluste aller Strahlen einen gewissen JUitlelwerth an, welcher für die ganze, 
senkrecht durch die Aj^Mphfire gehende Säule zu dem Werthe in (28.) 
fahrt Haben die Strahlen verschiedene Intensitäten, so wird die Summe der 
Verluste im AUgemeinen .anders ausfallen. Trifft es sich z. B., dafs die 
stärksten Strahlen gröfstenth^ils auf solche Richtungen fallen, bei denen die 
Wege durch die Atmosphäre verhältnifsmäfsig klein sind, so mufs, wenn dieser 
Umstand nicht durch andere, entgegengesetzt wirkende, ausgeglichen wird, die 
Summe der. Verluste geringer sein, als der Mittelwerth. Wären dagegen die 
Wege der stärksten Strahlen verhältnifsmäfsig grofs, so würde dies der umge- 
kehrte Fall sein» Wir wollen nun blofs annehmen, wie man es für reflectirtes 
Licht annehmen mufs: die Function JP(^) sei von der Art, dafs das Maximum 
der Intensität auf y>^^0 falle, und dals diese Strah]|(sn, so wie die in ihre 
Nähe fallenden, eine flberwiegend gröfsere Intensität haben , als die mittleren, 
so dafs von ihnen bauptsächlich der Ausschlag ffir die ganze Summe abhänge. 
Dann werden wir uns überhaupt auf die Betrachtung dieser Maximnmstrahlen 
beschränken können, welche^ wie leicht zu sehen, parallel mit den directen 
Sonnenstrahlen ausfähren. Sieht nun die Sonne im Zenith, so ist die Richtung 
der Maximumstrahlen senkrecht: ihr Weg, und demgemäfs ihr Verlust, ist also 
möglichst klein, und die Summe der Verluste wird daher geringer ausfallen, 
als der Mittelwerth. MilMmehmeddem Zenith -Abstände wachsen die Wege 
der Maximumslrahlen, und mit ihnen der ganze Lichtverlust, so dafs man zu 
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einem beslimmten Zenith- Abstände gelangen wird^ wo die Maximomstrahlen, 
fOr sich allein belracbtet, den Mittelwerlb geben: d. h. die Wege dieser Strahlen 
sind dann gerade so grofs, dafs man, wenn man anntfame, die Lufttheilchen der 
Sänie versendeten nur Licht in dieser Richtung, und unter dieser Voraussebiung 
den Lichtverlusl für die ganze Säule berechnete, genau den Werth in (28.) 
finden würde. Für diesen Zenith-Abstand Icann man ohne bedeutenden Fehler 
annehmen, dafs auch das ganze, gemäfs der Function F((p) zerstreuete Licht 
denselben Verlust erleidet. Denn, da die Maximnmstrablen genau stimmen, 
und sich diejenigen yon geringerer Intensität gieichmälsig ringsum diese Riflh- 
tung vertheilen, so dafs sie theils zu grofse, theils zu kleine Wege zurück- 
legen, so werden sich die Differenzen so ausgleichen, dafs olle Strahlen eu- 
sammen sehr nahe den Mittelwerth geben. Jenseit dieses Zenith-Abstandes 
tritt der entgegengesetzte Fäll ein. Die Wege der Maximumstrahlen werden 
noch länger, und somit wird der ganze Lichtverlust gröfser werden, als der 
Mittelwerth. 

Dieses allmülige Wachsen des Lichtverlustes wird ^ehr gut nachgeahmt, 
wenn man sich vorstellt, die ganze von einem Lufttheilchen ausgesandte Licht- 
menge bestehe, anstatt gemfifs der Function F(fp) zerstreuet zu sein, aus zwei 
Theilen, deren einer gleichf&rmig ringsumher zerstreuet wird, WAhrend der 
andere ganz in der vorher bezeichneten Richtung der Ha^dmumstrahlen aw- 
fahrt. Die Menge dieses letzleren werde, als Bruchthal des ganzen ausgesaadten 
Lichtes, durch r ausgedrückt. Dadurch ist dann die von der ganzen SAule aus- 
gesandte Lichtmenge M in die beiden Theile (l—r)M und ruf getheilt; der 
erslere wird gleichförmig zerstreuet, der letzlere bleibt tinzerstrenet: Den Veriust 
des ersteren (N^) mufs man nach der Gleichung (28.) bestimmen, nSmlidli 

29. iVi = 0,325(1— r)if; 
der des letzleren dagegen kann leicht auf folgende Weise gefunden werden. 
Die von der oben betrachteten Elementarschicht, von der Dicke dy, ausgesaodte 
Lichtmenge dieser Art ist nach (3 a.) 

und der davon wirklich zur Erde gelangende Theil ist, da das Licht den Weg 
ysecy zurückzulegen hat, 

= rdyd .er^'^^"^^*^^ .e'^-y^^'^Tf = rrfy<J,r-^-**'^y. 
Dies von y =0 bis y=^h integrirt, giebt für die ganze ankommende Lichtmenge: 
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und somit ist der Llditverlast (N^) dieses Tlieiles 

30. N2 = rM—raer'^ 
Dnrch Addition der Gieichungeo (29.) und (30.) erhält man 

2V = iVi + iV^ = (0,325-fO,675r)ilf— m«-^, 
also 

3t. -^ = 0,325 + 0,675. r—rn^, 

oder, wenn man die constanten Glieder in eines zusammenfafst, indem man 

32. 0,325+0,675r = 4 
setzt, ergiebl sicli scbliefslioh: 

31a. -^ = ^_rii^. 

Dieser Ausdruck ist fOr die Sonderung des ganzen, zum zweiten Haie 
reflectirlen Liclites, von dem einmalig reflectirien, als die Schlufsformel zu be- 
trachten. Es kommt nur noch darauf an, die darin vorkommende Conslante r 
zu bestimmen, welche von der Natur der reflectirenden Körperchen in der 
AlmosphAre abhangt» Dazu ist nöthig, die Function F((p) zu kennen. Hit 
deren Berficksichtigung mufs man fflr irgend einen Stand der Sonne, also, am 
einfachsten, wenn dieselbe im Zenith steht, den Lichtverlust wirklich berech- 
nen; was auf ähnliche Weise geschehen kann, wie es oben fflr die gleich- 
förmige Zerstreuung allgemein geschähe. Ist der Verlust gefunden, so ist es 
leicht, zu bestimmen, wie grofs r sein mufs, um fflr denselben Stand der Sonne 
denselben Verlust zu geben. Setzt man dann diesen Werth von r in die 
Gleichung (31.), so giebt dieselbe sogleich fOr jeden anderen Stand der 
Sonne den gesuchten Lichtverlust; und an Leichtigkeit der Rechnung läfst die 
Formel, da man, umilf zu kennen, e"'''' schon vorher berechnet haben mufs, 
nichts zu wanschen. 

Diese Sonderung in dem ganzen zerstreueten Lichte war das Haupt- 
Erfordemifs fflr die weiteren Rechnungen. Um indessen die Lichtmenge, welche 
aus der Atmosphäre zur Erdoberfläche gelangt, vollständig bestimmen zu können, 
ist es nöthig, die Verluste, welche das nach oben und das nach unten gehende 
Licht erleidet, auch einzeln zu kennen. Es mufs also auch fflr die Verhält- 
nisse — und -^, welche wir fflr die gleichförmige Zerstreuung schon kennen, 

die durch die Ungleichförmigkeit der Zerstreuung hervorgebrachte Änderung 
untersucht werden. YtTelches Verfahren man aber dazu am bequemsten an- 
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wende, wollen wir vorläufig dahingestellt sein lassen, indem es sich am besten 
nach der besonderen Gestalt von F{€p) richten wird. 

Es ist 9 wie schon erwAhnt, nicht meine Absicht , in diesem Aufsätze auf 
irgend eine Hypothese aber die Function F(jfp) genauer einzugehen; doch soviel 
sei mir von der Betrachtung derelben erlaubt, um zeigen zu können, wie 

sich die Formel C310 li^ ibi* gestalle, und wie man die Verhältnisse — und -^ 

-mm 

naher bestimmen könne. 

Es ist eine in vieler Beziehung wahrscheinliche Hypothese, welche sich 
besonders durch eine leichte Erklfirung der blauen 'Farbe des Himmels und 
der Morgen- und Abendröthe empfiehlt, dafs die Lichtzerstreuung der heiteren 
Luft durch Reflexion an Dampfbläschen von fiufsersler Feinheit erfolge; also 
wenn diese ihrer Auflösung nahe sind, und daher klares Wetter bezeichnen. 
Nimmt man dieses an, so mfifsteman, um F{(p) zu bestimmen, untersuchen, 
mit welcher Intensilfit ein solches Bläschen, wenn es der Beleuchtung der 
Sonnenstrahlen ausgesetzt ist, das Licht nach allen Seiten reflectirt. Dabei 
handelt es sich aber nicht um eine einfache Reflexion an der fiufseren Ober- 
fläche des Bläschens. Da dasselbe ein in Kugelform gespannies Wasserhäutchen 
ist, so hat man erstens bei dem jedesmaligen Durchgange des Lichtes durch 
dieses Häutchen die vielfachen Reflexionen an der vordem' und hintern Fläche 
desselben zu berflcksichtigen. Aufserdem wird aber von dem auffallenden 
Strahle SA (Fig. 4) nicht nur ein Theil bei A in der lUchtung AL reflec- 
tirt, sondern ein zweiter bei 17 in der Richtung BMf von diesem wiederum 
ein Theil beiC in der Richtung CN, von diesem ein Theil bei H in der Rich- 
tung DO u. s. f. Diese Theile nehmen zwar der Reihe nach an Intensität ab, 
aber doch nicht schnell genug, dafs man sich mit den ersten wenigen der- 
selben begnflgen dflrfle. Ich habe eine Rechnung darfiber angestellt, von der 
ich hier nur die Resultate anfahren will. Nimmt man nämlich ffir das Wasser, 
nach Becquerel und CoAours, das mittlere Brechuägsverhältnifs zu 1,333 an, 
und bestimmt die Stärke der einzelnen Reflexionen bei verschiedenen Ein- 
fallswinkeln nach den von Fresnel gegebenen Formeln, so findet man, als 
Intensität (i) des von dem Bläschen nach verschiedenen Richtungen reflectirten 
Lichtes, die in der 2ten Columne der folgenden Tabelle enthaltenen Zahlen. 
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^. 



(II.) 



V 





2» 
10» 
20» 
30» 
40» 
50» 
60» 
70» 
80» 

90» 

100» 
HO» 
120» 
130» 
140» 
150» 
160» 
170» 
178» 
180» 



/=:F(y) 



1,076 
0,815 
0,652 
0,509 
0,383 
0,283 
0,210 
0,164 
0,135 

0,118 

0,109 
0,104 
0,103 
0,102 
0,101 
0,097 
0,090 
0,082 
0,080 



oacli Formel 
(93.) 



0,950 

0,948 

0,892 

0,737 

0,540 

0,362 

0,238 

0,175 

0,154 

0,151 

0,150 
0,101 



Differenzen. 



-0,128 
+ 0,077 
-f 0,085 
+ 0,031 
-0,021 

— 0,045 

— 0,035 

— 0,010 

+ 0,016 

4-0,032 
—0,017 

-0,008 

-0,003 

— 0,002 
—0,001 


-f- 0,004 
-1-0,011 
4-0,019 
-j- 0,021 



Die Zahlen der Sien und 4ten Colamne finden erst später ihre EiiUlning. Die 
der 2ten CoIunBe, welche die Intensitfiten des reflectirten Lichtes angeben, 
Itönnen als specieDe Werthe der gesuchten Function F{<f) betrachtet werden, 
den in der ersten Columne stehenden speciellen Werthen von (p entsprechend. 
Sie gestatten flbrigens durchaus nicht die Vei^leichong der Intensität des re» 
fleetirten Lichtes mit der des directen Sonnenlichtes. Um vielmehr die Be- 
dentang der darin als Einheit geltenden Grölbe su verstehen, denke man sich 
um das BlAsdien eine gegen dasselbe sehr grofse concentrische Kugel be- 
schrieben. Wird dann die auf ein Flichen-Element dt derselben von dem 
Blisehen naffallende Lichtmenge dnrdi F(^).d* ausgedrfldtt und dies för die 
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ganze Kugelfläche integrirt, indem der FIfichenranm derselben = 1 gesetzt wird, 
so ist die gefundene Lichtmenge die Menge des wirklich von dem Bläschen 
reflectirten Lichtes, wenn man die Menge des auffallenden directen Lichtes als 
Einheit annimmt. 

Für (p = und y = 180® fehlen die Zahlen der zweiten Columne 
und es sind dagegen diejenigen fQr ^ = 2^ und 9^=178^ angegeben. Um 
nämlich die Werthe für (p=iO und 9 = 180^ zu bestimmen, ist nöthig, die 
Gröfse der Sonnenscheibe in Betracht zu ziehen, während es fflr alle, dtesen 
Grenzen nicht sehr nahe liegenden Werthe von (p erlaubt ist, die Sonnia als 
einen leuchtenden Punct anzusehen. Aus der eben beschriebenen sphärischen 
Darstellung erhellet aber, dafs die Menge der Strahlen, welche einem bestimmten 
Werthe von ip entsprechen, dem sin 9? proportional ist, und daher können die 
Mengen, welche den Intervallen von 9 = bis (p = 2^ und von y = t78^ 
bis 9) = 180^ entsprechen, nur so geringe sein, dafs die in ihnen noch ein- 
tretenden Abweichungen keine besondere Betrachtung verdienen. Es handelt 
^sich hier nämlich nicht sowohl um die einzelnen Werthe der Intensitäten, als 
vielmehr um die Wirkungen des auf die ganze Kugel oder auf eine Halbkugel 
feilenden Lichtes. 

Um nun zunächst die Conslante r in der Gleichung (31.) bestimmen 

N 
zu können, mufs das Yerhältnifs -^ , wie es sich bei dieser Vertheilung herans- 

fttellt, ffir den besonderen Fall, dafs die Sonne im Zenith steht, berechnet 
werden. Dazu ist nöthig, eine bestimmte Function F(q>) anzunehmen, welche 
den in der Tabelle (II.) gegebenen Zahlen so genau als möglich entspricht, 
zugleich abw für die nöthigen Integrationen bequem ist. Mit Berücksichtigung 
dieser letzteren Bedingung habe ich die folgende Formel gewählt; jedoch aus- 
s^iiefslich fOr den vorliegenden Zweck, da sie fflr andere Zwecke nicht genau 
9Miig sein mag, mid aidi leicht Formeln finden lassen werden, welche jenen 
Werthen besser entspreobeiL Da nämlidtk die Zahlen der Tabelle ergebem 
ieb von ^«iM)^ bis 9)«180<^ die Intensität aich wenig ändert, so habe 
kh dieselbe fflr diese ganze Halbkogel eis oonstant betrachteL Fflr die andere 
HiH>kugel dagegen habe idi gesetst: I^^P-^-Qew^f, woP vudQ constant 
ämi. Diese Constanfen habe idi so bestimMt, dafii die gemflfs dieser Farmein 
ittf die beiden Halbkiigelii faUendra LidUmengen einzeln der Wahrheit nahe 
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entsprechen, und habe eriialten: 

gg (Von y = bis y= 90^ /=0,15054-0,8coV9, 
' jvon 9 = 90^ bis 9? = 180^ i = 0,1014. 

Zur Vergleichiing sind die aus diesen Formeln sich ergebenden Werthe in der 
3ten Columne der obigen Tabelle neben die wahren Werthe gestellt, und in 
der 4ten Columne sind die Differenzen zwischen beiden hinzugefägt. 

Diese Differenzen sind allerdings ziemlich bedeutend. Sie werden aber 
äniS^fsten in der Nähe von 9 = 180® und y = 0, wo sie, wie schon er- 
wfihnt, am wenigsten Einflufs haben; und aufserdem sind sie so yertheilt, 
dafs die aus ihnen entstehenden Fehler sich grofsentheils aufheben müssen: 
denn von (p=0 bis 9)= 90®, wo die Differenzen am bedeutendsten sind, 
wechseln sie dreimal das Vorzeichen. Es lassen sich daher für den gegen- 
wärtigen Zweck die Formeln (33.) als ausreichend betrachten. 

Sucht man aus diesen Formeln durch Integration die auf die beiden 
Halbkugeln fallenden Lichtmengen, so findet sich 

für die erste Halbkugel 0,1419 und 
fflr die zWeile Halbkugel 0,0507, 

also die ganze von dem Bläschen reflectirte Lichtmenge 

= 0,1926; 

wobei die auf das Bläschen auffallende Lichtmenge als Einheit angenommen ist. 
Will man dagegen die eben gefundene Menge des ganzen reflectirlen Lichtes 
als Einheit betrachten , so müssen die Constanlen der Gleichungen (33.) durch 
diese Gröfsen dividirt werden, und man erhält 

jVon (p = bis y = 90^ i = 0,7813 -[4,1 533 cos'^y und 
^" f Von 9 = 90«^ bis <p = 180« I «= 0,5264. 
Nach diesen Formeln wollen wir den Lichtverlust berechnen. Dabei kann 
man fflr die ganze zweite Gleichung und für das erste Glied der et^slen die 
frdher gehindenen Resultate anwenden, und es bleibt nur ein Clied b^onders 
zu belrachlißn, nämlich 

4,153dcoil^9) öder Äcos^y, 
wenn man 

84. 4,1983 = B 
setzt. Wir können ans also V^fMelM, die Lufltheilchen sendeten nur nach 

19» 
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unten Licht, und zwar von der Intensität, die durch Bcoffq> beslimmt wird; 
und ffir dieses Licht ist der auf dem Wege bis zur ErdoberOäche erlittene 
Verlust zu bestimmen. 

Wir gehen dazu auf die frühere Betrachtungsweise zurück, indem wir 
das von einem Elemente bei P (Fig. 2) versandte Licht verfolgen. Für die 
gleichmäfsige Zerstreuung fand sich (4.), dafs die in der Zone rt aasgesandte 
Lichtmenge durch l/asmßdß ausgedrückt wird. Dieses geht im jetzigen Falle, 
bei Berücksichtigung der Formel Bcos^q), wenn man zugleich bedenkt, .ijpfii) 
wenn die Sonne im Zenilh steht, (p = ß ist, in 

^^tBcos'^ßsinßdß 
über, und der davon wirklich zur Erde gelangende Theil ist 

= ifiBe-^'r'''''^cos'ßs\nßdß. 
Für die ganze von dem Elemente zur Erde gelangende Lichtmenge (^i) ist 

}., = iBfif^^^^'^y'^^^cos'ßsmßdß, 

und wenn man hier, wie früher, d.yseeß = z setzt, so erhalt man, der 
Gleichung (6.) entsprechend, 

35. X, = ^Bfi{d.yff'"^^dz. 

Hierin mufs der Werth von (i aus (3.) subslituirt, dabei aber / = 0, also 
sec/=:l gesetzt werden. Verfährt man dann weiter ganz wie oben, 8o 
erhält man, der Gleichung (10.) entsprechend, für die von der ganzen Säule 
zur Erde gelangende Lichlmenge (Li) 

36. L, = \Be-^f"''\fei'f^^dx\dx. 

XSSU X 

Dieser Ausdruck lä&t sich durch partielle Integration auf ähnliche snrOokf&h- 
ren, wie die oben betrachteten; ich will daher den Gang der Rechnung mdit 
weiter verfolgen, sondern nur das Resultat angeben. Entwickelt man nlmltch 
den Ausdruck, und setzt bei der Berechnung desselben für a den angenom- 
menen Werth aus der Gleichung (37.), so erhält man 

37. L^ = ».0,017486 
^ 0,072635. 
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Um dagegeB fflr die beiden constanten Glieder in (31 a.) die znr Erde und 
an die obere Grenze der Atmosphäre gelangenden Lichtmengen zn finden ^ kann 
man sich, wie gesagt, der frflher gefundenen Resultate (Tabelle L) bedienen. 
Fafst man diese Werthe zusammen, subtrahirt sie von der ganzen in der At- 
mosphäre zers(reueten Lichtmenge, und dividirt den Rest durch eben diese 
Menge, so erhält man fflr das gesuchte Verhältnifs: 

38- ^ = 0,2697. 

Dieser Werth ist in derGIdchung (31.) zu substituiren, indem man darin zu- 
gleich c==l setzt, wodurch ^""'^« = «^=0,75 und Jf = Oy25 wird; dann 
findet man ffir die Constante: 

r = 0,2940, 
und durch Einsetzung dieses Werthes geht die Gleichung (31.) selbst in die 
folgende Aber: 

39. ^ = 0,5235 — 0,0846 ^ • 

So also gestaltet sich in dieser Hypothese; Ober die Natur der reflee- 
tirenden Eörperchen die oben aufgestellte Schlufsformel fflr das gesammte 
zerstreuete Licht. Darnach wQrde an die Stelle der vierten Columne der 
Tabelle (L) folgende Zahlenreihe treten: 



(in.) 



/ 
V 


if 

H 





0,270 


20«> 


0,272 


40» 


0,281 


60» 


0,306 


70» 


0,836 


, 80» 


0,409 



Man sieht, dafs der mittlere Lichtrerlnst 0,325 zwischen 60« und 70® ftllt. 

Wir wenden uns nun zu der zweiten Frage, wie die VerhAltnisse 

^ md ~ einzeln zu bestimmen iseien, d. h. wieviel von dem ganzen^ so eben 
mm ' ^ 

gefundenen Lichtverluste auf das nach un(en gehende Licht, und wieviel aiif 

das nach oben gehende zu rechnen sei. Dazu bietet sidi in unserem PiVb 
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ein sehr beqnemes and für diese minder wichtigen Bestimmnngen auch hin- 
IfingÜeh genaues Anskunftsmittel dar. Die Werlhe Ton F{q>) indem sieb nAariieh 
von 9:=:=90<^ bis 9=: 180^ so wenig, dafs wir die Function sclion weiter 
oben innerhalb dieser Grenzen als constant betrachten durften; md da diese 
Grenzen fQr den Fall, dal^ die Sonne im Zenith steht, das ganze anfwflrls 
geh Ade Licht einschliefsen, so nahmen wir dasselbe fQr diesen Fall als gl^di«- 
förmig zerstreuet an. Nun ist es aber gerade dieser Stand der Sonne, wo 
eine Ungleichförmigkeit in der Zerstreuung den bedeutendsten Einflufs auf die 
Größe des Lichlrerlusles beben wQrde. Mit allmfilig wachsendem Zenith"« 
Abstände kommen zu dem aufWflrts gehenden Lichte mehr nnd mehr von der 
Gleichförmigkeit abweichende Strahlen ; zugleich nähert man sidk aber mch nehf 
und mehr dem Stande, wo die Ungleichförmigkeit von geringem Einflüsse ist. 
Bei dem Stande der Sonne nämlich, wo das gesammte zerstreuete Ucht den 
mittleren Verlust erleidet, wird auch in dem aufwärtsgehenden Lichte, für sich 
betrachtet, keine bedeutende DilTerenz Statt finden. Und da dieser Zenith- 
Abstand beinahe 70^ ist, während die ganze Rechnung nur bis 75^ oder 80^ 
giUi so ist das noch bleibende lalervall zu klein, als dafs in ihm noch Ab- 
weichungen vorkommen soflteii, die eine besondere Betrachtung verdienen. 
]Man kann also fQr das nach oben gehende Licht bei jedem Stande der Sonne 
ohne bedoutonden Fohler den Verlust annehmen, der bei gleichförmiger Zer- 
streuung Slalt finden würde, und der durch die Gleichung (25.) allgemein be-^ 
stimmt und für einige Werthe von y in der dritten Columne der Tabelle (L) 
angofülirl Ist. Die in dem gösammten Lichtvertuste Statt findenden Ungleichheiten 
sind nur auf Rechnung des nach unten gebenden Lichtes zu schreiben, und 
man erhält den Verlust dieses letztereti leicht, wenn man den des nach oben 
gidienden von dem ganzen Verluste abziehet. 

Hat man auf solche Weise die Licbtmeagen , welche eine verschiedene 
Behandlung erfordern, von einander gesondert, so kann man nun weiter zur 
Bes^mmung des gesammten aus der Atmosphäre zu uns gelangenden Lichtes luui 
der Helligkeit an einzeihen Puncten des Himmels schreiten. Dabei wird man 
tm Allgemeinen denselben Gang verfolgen können, den Lambert bei diesen 
KJntarsttchungen eingeschlagen hat, wird aber zu viel geaauerea Resultaten 
gelaf^en, als es bei der von Lambert zu Grunde gelegten Annahme mö|g- 
Ufj^.war. 
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Übrigens sind hierbei noch zwei Umstände zu berficksichligen. Der erste 
ist die schon erwähnte Absorption des Lichtes in der Luft, wodurch eine 
Schwächung der Helle des Himmels entsteht. Der zweite bringt im Gegen- 
theil eine Verstärkung derselben hervor. Die Erdoberfläche selbst nämlich, 
als erleuchtete Fläche, strahlt eine gewisse Menge des empfangenen Lichtes 
wieder aus, wovon ein Theil in den Weltenraum verloren geht, ein anderer 
von der Atmosphäre abermals zurächgeschickt wird. Diese letztere Licht- 
menge wird sich, sobald man aber die Helligkeit, mit der die Erdoberfläche 
leuchtet, eine bestimmte Annahme gemacht hat, durch ähnliche Rechnungen, 
wie die obigen, ohne Schwierigkeit finden lassen. 
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7. 

Note sur les hyperd^terminants. 

(Par Mr. A. Cayley de Cambridge.) 



I. iSoit V une fonotioB homogene de x^ y de 2p^* ordre. Ed ^galant 
ä zero les coef&cients diSS^rentiels da p^*°" ordre de cette fonction, pris par 
rapport i x, y, et en eliminont ces variables, on obtieodra entre les coefG- 
cients de la fonction nn nombre p d*6qnations. Or parmi ces 6qaations il y 
aara toojoars une seule du second ordre, savoir 

B{U, U) = 
(suivant la notation dans mon memoire snr les hyperdeterminants tome 30 
cah. 1). Par exemple, en dcrivant i aa liea de a;:y on a identiqaement 

— b-(bt-\-c) 
= (ac — b^)t, 

(et Xat*-\-2bt-\-c) 
— iAät+2e)(bl^-\-2ct-\-d) 
■\-iBct-\-2dXct^-\-2dt-\-e) 
= (a« — 4*rf4-30/», 

(y/* Xat^-]-9b(^-\-Sct-\-d) 

— (6/"/»+ Sßt Xbt^-\-3ct^-\-ddl-\-e) 

— {iOdt^-\-ibet-\-6f)(dt'-\-3et''-{-3ft-{-ff) 

= (aß—6bf-\-i5ee^iOd^)t', 
et ainsi de soite : U ne reste qn'a döterminer la loi des coef&cients nnmöriqneis 
des factenrs ä ganche. Ponr cela, representons par A, B,C, . . les coef&dents 
de (1-f «)*'', et par.i', B', C, .. les coefficienls de (1 — *)-'*. On anra ponr 
ces nombres le Systeme snivant: 

■\-A'A 

—A'B, -B'A 

i-A'C, +B'B, -^-C'A 

±1, +K, ±L ... 
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Les nombres I, K, L .. de la deroiere ligne seronl a dilerminer au rndym 
d'ime antre reg^e: il faiit Aiire öTanonir les soinmes des nombrea daas la 
mdme ligne verücale, ces nombres elant pris avec leurs signes aclaels. Je 
suis parvenu par inducthn a ces fomrales, mais il ne serait pas, je crois, 
trop dif&cile de les demontrer directemenL 

11 me parait possible que tous les byperd^terminants qoi se rapporlent 
ä la foncUon Vy pnissent ötre trouves en iliminant enlre les öquations (en 
nombre de p) dont il s'agit, et cela dans le cas oü 17 est de Tordre 2p ou 
2^-f ^9 ^^ molns celle regle se verifie pour les fonctions de deuxieme, troi- 
sieme et quatrieme ordres^ et cela paraissait (a priori) moins probable pour 
les derivees d'un degre plus eleve que pour Celles du second degre, pour 
lesquelles, comme on vient de le voir, il est effecüvement vrai. 

Cela etant, il y aura seulement un nombre p de deriyees indipendantes 
pour les fonclions du 2j9'^'°^ et du (2/i-f 1)'^*" ordre: condusion que je no 
peux pas demontrer. 

IL Soit V = 6fl6crf-f3**c* — flV— 4flc^ — 4rf**, et reprösentons 
par V| le döterminant formö avec les coefGcients differentiels du second ordre 
de V par rapport ä a, b, c, d, op aura 

V, = 3V^ 
(propri6t6 qui a un rapport singulier avec celle qu^& demontr6e M. Eisenstein 
par rapport aux coefficients du premier ordre de la mdme fonction V). La 
demonstration que je peux donner de ce Ibeoreme est a la v6rit^ assez com- 
pliquie, mais je n'en vois pas d'autres. En mettant 

on obtient 

Vi = 81. a\ ab, ac-^Sr, ad-^-d^ 

ba, 4^ + 2r, 6^— f, bd-^Sp 

ca — Sr, cb — q, c^'\-2p, cd 
da^9g, db — 3p, de, d^ 

ou le determinanl ne contient que les termes du quatrieme ou troisieme degre 
en p, 9» r, et en döveloppant on a 
V, = 81 . {OC/ir-v')^- 2a'p'-2d^r'^12q{abp^+cdr') _18^(i>+c^r). 
— Qipr'\'fXacp^bdr)'^2adq{3pr—f')—i8beq(pr] 9^)]^ 
d*oü, en riduisanl au moyen des expressions 

Crelle'i Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 2. 20 
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oo tire 

OH enfln, au mQyen de 2{lii^p-{'%bcq*\'(?r):=;:i^^pr2 

y,i=: 243(/rr — 9^)^ «: 3V^. 
Voila requation quMl s'agissait a demontFet*. 

III. Enicod^d^tit «rtf/ b\äy c:d comm^ tepirdsentatits des trois 
öoobdoim^ d\in point, oq si Tott yeut, des fonctions Uttiaires de eescoör* 
doniftte, requation V=:0 feipparlient ^videmment a une sarface d^eloppaUe 
(jltt qaatridme ordre). Mafo la conditibn pour qne r^qoation Üt=zi} (F etant 
tilie fonetion homogene de quatre variables ) appartienne ä aae sariace deve* 
Idppable, est, qae le d^terininaat formö avec les coefficieiits diflSgfentfeis da 
second ordre de la fonction, s'evanouisse (Theoreme de M. HBsse tonie28 
p. 'ST^^^Mi^m. sar lös points^ilnflexiotf des conrbes da troisieora ordre'^). Donc 
H fÄtil qae V s'övanouiss^ aa moyen de V=:0, c*est-i-dire, il fent qae V 
jDontienne le facteur V; ce qui s'accorde parfaitement avec r^qaaticia qai vient 
d'j&tre presentee. Uais il ne peut dtre prouve de cede maniere qoe Taatre 
fj^Ct^ar doit aussi se reduire a V, el möme cela n'^st pas yrai si V vient 
d'une fonction d'nn plus haut degre que le quatrieme. 

II suit de cela qu'en supposant toujours que les coefficients soient des 
(pnctipns lineaires das opordonnees, le resultal & = de Taliinmatloa de x, y 

eotre 4^<»0^ >-^eszO appartient tcujoars a une aorfbce d^rvloppable« De 
mdme Miminalion de x, y entre les trois eqoations ^-5- = Ö, .^ , =0, 
.^!i- = coriduit aux equations de Tardte de rebroussemeat de la sorface, et 
de plus, en elunmant entre les equaüons -^^ = 0, ^^^^ = 0, — _=0, 
^I. = 0. on obtient les points de rebroassement de Tarnte de rebroassemeiit. 
Cela conduit ä quelques r^sultals remarqnables. 

Par exemple, la surface developpable dont requation est 

a pour ardte de rebroassement la courbe dont les Equations dqHlWenl^ a 
deai '6quations seulemBnt sont ßrf"C*=0, arf— ftc = 0, «!?—*• = 0, ce 
qui' est uüe kourbe du tramime tirdre seulemeat. Car en considerant deax 
quelconques de ces trois equations^ per exeaiple' celleS'-cii A-il — «r^ssrO, 
Uli— 6ix'^0;' ces )§quatiens appartfennent & deux sarfaoeft du secoad ordre 
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qui ont eu Goainuii la droite 11=0, cs»0: cela s'accorde ayee im resoltat 
qoe j'ai doane dans. mon mömoire wr lea snrfaoea deTefoppaUM dana le jMr«* 
nal de Mf..JAoumUe. ' 

jj^galement, en condideirant une öquatiön de ^atriene degre en ti ori 
obtient nne rarfiace devdoppable 

{ae-Ud^dc'y—27iace^2bc4—ad^^b^e-€f)\^ 0, 
qui a pour aröte 4e[ f^roQssemeat la courbe du aixieme ordre« «xprimeepar leg 
equations ae — 46J-f 3c^=:0, 0CB-\'2bcd-^ ad^—Ve—4^=0. Je a'ai 
pas oompletement reussi a expliquer pourqaoi cette courbe du sixieme ordre a 
une oaculatrice developpable, seulement da sizieme. ordre, mais oette redactioii 
s'opere en parlie au moyen des points de rebroassement de la ooarbe, qui se 
tronvent au moyen des equations at^b = 0, bt-^-c = 0, tf/-|*^^= 0^ 
dt'{-e = 0. Ponr savoir en combien de points ces öqnations se correspondent, 
il faut remarquer qpe, a, b, c, d, e etani des fonctions linöaires des coop- 
donn^s, on lanra tonjoars entre ces qnantitös une equation linteire teile quo 

Aai'Bb+Cc'\'Dd+Ee t= 0^ . ;;,„^ 

oi Af B, . . aoBt des constantes. Donc, en eliminant a, b, c, d, e^ ob 
ohüeml A^Bi^Ci^^Dt^'^'Et^^O: Equation da quatrieme ordre, et it 
diaque valeur de / il correspond ah des points dont U s'agit; donc la ooarbe 
d« sixierae ordre a qüatre points de rebroassement 

£galement la snrface developpable qni correspond a nne equatTotf dir 
j^ieme Qp^^e, cst de Tordre 2(iii— 1); Taröte de rebroussement est de Tordre 
3(m — 2), et il y a dans celte courbe un nombre 4(97i — 3) de points de 
rebroussement. II faut toujours se rappeler que ces surfaces developpables 
ne sont pas les surfaces developpables les plus gen^rales qui existent de Tordre 
2(m — 1), exceple le cas des surfaces developpables du quatrieme ordre. 

IV. II vaut peut-dtre la peine de donner en passant une demonstra- 
tion de ce thöoreme de M. Chasles: ^Le plan qui passe par trois points qui se 
meuvent avec des vitesses uniformes dans trois droKes quelconques, enveloppe 
une surface döveloppable du quatrieme degre.*^ En effet, en supposant que 
a:d, ß:t, yid; a'id', ffxd', /rcT; a":^^ /^''rcT', /'rcT', soient des 
fonctions lineaires du temps {^d, d', d" peuvent 4tre constanls, ou, si Ton 
veut, des fonctions liniaires du temps, ce qui correspond ä un cas un peu 
plas göniral que celui de M. Chasles ^ on peut prendre ces valeurs pour 
coordonnas des trois points mobiles. Donc, en prenant xiWy y:w, z:w 

30» 
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pour coordonnes d'an point qoelconque du plan, on obtient r^quatiaii de ce 
platt, en egalant a aero le determioant formö ayec las yaleora ^^y, 9g w$ 
«> ßi Y> 9; ol', [¥, y, d*; a!\ ß\ /', cT'; ce qui donne nne iqnation de la 
forme a^Zhi^^ct^-^-ät^^^^i^ a, b, e, d 6tant des fonclions Imeaires de 
X, y-f z, w, et cela sufGt pour demontrer le theoreme dont ü s'agit 

V. En finissanl jMndiquerai an principe de dassificaUon des courbes 
a donble courbore qui me parait dtre de qoelque impoMance; satoir, ob 
poorra distingner les conrbes qui ne peuvent pas 6tre Pintersection eompMe 
de^ax surfaces, de celles qui peuvent Tdtre. Par exemple^ en fesant 
passer par näe courbe donnöe du troisieme ordre deux surfaces du aecond 
ordre, la courbe n'est pas rintersection complete des deux surfäces; ceUes-K)i 
ite coupent dans cette courbe et dans une certaine droite. Quel est le tb^- 
reme analogue pour les courbes du n*^'' ordre? Pdut on, par exeinple, ton«^ 
jours' combiner ayec une courbe donnee d'un ordre qudconqne, nne antre 
courbe qui est rintersection complete de deux surfäces, de mani^e que Ten- 
iMible des deux courbes seit une interseclion complele de deux surfäces? Et 
^ non : de qudle maniere Irouvera t'on les equations g^nerales d'une cwrhe 
de «'^'"^ ordre? Quel est le degre de gSneralit^ de ces equations? li y a 
une foule d'aotres queslions qu^on poorrait ici proposer. J*ai proposö; one 
question analogue dans le point de Yue analytique, niais eile est reatee sais 
raponse, 

. Blackhealb, 14 novembro 1846. 
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:■.■■■. a 

Untersuchungen über die Wahrseheinliehkeitsh 

rechnung. 

(Von Hrn. Dr. Oninger, Prof. ord. an der Universität zu Freibarg im Br.) 

(Fortsetsuag det Aufsatzes No. lA. im dritten, No. 21. im vierten Heft 26ten, No. 17. im dritten 
und No. 22. im vierten Heil SOten Bandes.) 



§. 29. 

In einer Urne befinden sich n, mit den Zahlen 1, 2, 3, n bezeichnete 

Kugeln, m Kngeln, deren Zeichen die Reihenfolge der gewöhnlichen Zahlen 
haben, werden besonders beachtet Man zieht /imal, nimmt jedesmal eine 
Kagel heraus und legt sie nach der Ziehung in die Urne zurflck. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs von diesen m gesonderten Kugeln irgend eine 
Kugel Armal hintereinander erscheinen werde? 

Die Berechnung der Zahl der gQnstigen FAlle hangt mit der Lösung 
folgenden Problems zusammen« Die Versetzungen mit Wiederiholungen aus 
n Elementen nr plon Gasse werden gebildet: wie grob ist die Anzahl der 
Gruppen, in welchen irgend ein Element aus m ausgewählte Elementen we- 
nigstens Annal hintereinander erscheinen wird? Die Gruppen, welche der Auf- 
gabe genflgen, sind 

1. Cj = «4 flji Äji . . . . «4 = (tfji)* 

^2 ^2 ^ • • • • ^ = (^2)* 

O) II3 ^3 .... 113 == (Ö3)* 



wenn man sich die m ersten iBIemenle gesondert vorstellt. Ihre Zahl ist m. 
Der Aufgabe wird genflgt, wenn eine dieser Gruppen von der ersten, zwei- 
ten, dritten, etc., oder von der (p — k -\'i)len Stelle an erscheint. 

a. Erscheint eine der Gruppen von der ersten Stelle an, so können 
ihr alle möglichen Gruppen aus it Elementmi zur (p — k)bm Classe folgen. 
Die hieraus^ sich ergebende Anzahl ist 

6. Erseheint eine der Gruppen von der zwmtem Stelle an, so wird 
es zur nothweiidigen Bedingung, daft das Element mit der iiftmlichen Stellen« 
zahl BicAit an der erstm Stelle erscheinen darf, weil dieser Fall schon unter w 
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begriffen ist. Folgen kann jede mögliche Zusammenstellnng. Nimmt man nun 
die Yoransgebenden Elemente dennoch vollstfindig ah, so sind die zuviel ein- 
gefohrten Orappen wieder abzusiehen.. Dies giebt 



«2 
«3 

• 


• 
• 


«2 
«4 

• 
• 


tl„ 


• 


«« 



(0,)*.. 



«2 



(«mr 



= P'(iix,a2,....ii,y 



(fli)*-a,|(a,)* 
(ii3)*-«3|(Ä3)* 



Hier bezeichnet, wie frQher, Gi Gruppen von der Arten und Si Gruppen von 
der (Ar-{-l)ten Dimension. Beide Zeichen, d^ und j9i, deuten auf m Gruppen. 
Die aufzufahrende Gruppen -Anzahl ist in Rflcksicht auf die p — k—\ nach- 
folgenden Stellen: 

A2 == (n.m— m)itP-*-* = mii^*— mii'^***. '• 

c. Erscheint eine der auflösenden Gruppen von der dritten Sldle ah^ 
so darf kein Element mit der nämlichen Bezeichnung an der vorhergehenden 
Stelle erscheinen. Nimmt man auch hier die vorstehenden Elemente vollständig 
an. so ergiebt sich 

P'(öi, a,, . . . . aJ[P'(«i, da, ... . ön)G^i — ÄJ. 
Hieraus erhält man, in Beziehung auf die ergänzenden Gruppea: 
Ai = nln.m — fnjn^^''^ = m.n^^—m.nr'^-K 
Setzt man diese Schlösse weiter fort, so findet sich für das Schlulsglied: 

Durch« SunuBirung der Werthe Ag^ A^^ A^^ .... Ap^i^^ ergiebt sich folgend^ 
Zahl auszuscheidender Gruppen: 

2. B = {p — k'\'\)m.nP'^^{p — k)m.nr^\ 
Diese Schlüsse aind so lange richtig, bis die auf lösmdea. Gruppen auf 
die (ifc-f l)te Stelle gerfickt sind. Ist dies geschehen , so tritt, nach Analogie des 
in den beiden vorbesgehenden Paragraphen Gesagten, folgendes Schema üin: .\ 
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+ [P'(«„ ff„ . . . , ii,)»+»G, - P'(ii„ o,, . . . . a,)*ÄJP'(«„ «„r**-4 

+[P'(Äi»fli,....««r*e'i-i"(«i,«2,....«.)*'^ji>'(fl„flj'. 

Die Anzahl der wegen der ersten Yerticalreibe auszuscheidenden Grup- 
pen ergiebt sich ans (20« wenn der Reihe nach k, Ar-f-1, k-{-2^ p — k 

statt p gesetzt, m statt Gi eingeführt wird und die ergänzenden Gruppen ge- 
zählt werden. Es findet sich 

-\- n {2mn —1 •mjmnr-^*^^ 
-f n' [3»in —2 m] m »p-»*-' 
-|- n» [4»» n — 3 Ol] Ol »P-'*-' 



+ nP-»»-*[(/»— 2*+l)oin — (;»— 2*)oi]«i. 

<f. Gans auf dieselbe Welse werden die Ansdrficke der zweiten Scheitel- 
reihe vom zweiten Gliede an behandelt. Es ist der Reihe nach Ar, A-f-l, 
A?-j-2, ..;. (/i — Ä— 1) statt p in (2.) und m statt S^ zu setzen. Die ent- 
stehenden Beihen sind um je ein Glied kOrzer als die eben gefundenen , stim- 
men aber im Übrigen mit ihnen Qberein. Es findet sich also 

e. Die Glieder der zweiten Scheitelreihe mflssen nun noch einer zweiten 
Beliandhing unterworfen werden, welche sich ans folgender DarsteUimg ergiebt: 
P'(«„ «„.... iiO*'*'8i+P'(a„fl„....«„y.P'(ai,a„....aJ»-«i8i 

-fP'(«„ <?»,....«,)*. P(«„ «,,.... a.)»«Äa + .. ;. 

.... -f P'(an »2, .... a„r^*.P'(a„ o, a,)^S,. 

Die Verbindung der Ausdrficke.jP'(ai,<fi,....a„)'~*<S(i führt zu Gmppen von 
der 2Aiten und (2A;-f l)ten Dimension, die sich als Ckinses characterisiren. 
Der erste Ausdruck giebt 

(«i)'^«i|(fli)*=-(«ir, 

(«2)»-*«fe|(«»)*=^(«2)^, 
(«,)*-*<%|(^)*'«=(«3)", 



(««)»-•«« |(«u)* =(«.)". 
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Die Anzahl dieser Grnppen ist im. In Rflcksicbt aof die begleitenden Gruppen 
erg:iebt sidi folgende Anzahl: 

Dl =. mn^^. 

f. Der Ausdruck P'(cii, Ö29 •••• «»/•'^'(«i, «29 .... flJ*"*'S^ giebl nacfc 
dem eben Gesagten und nach Analogie der frOhern Bemerkungen, wenn die 
vortretende Elementen -Anzahl vollstSndig angenommen wird, Folgendes: 
P'(a,,a^,....aJG,-a,\{a,)^ = nG,-S, 



^2« 



Dies fahrt zu folgender Gruppen -Anzahl: 

D2 = [n.m-m]nf^^*-^ 
Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich für die Gruppen -Anzahl 
des letzten Gliedes: 

i>p-2*+i = mn^^'^ — rnnr-^^-K 
Durch Vereinigung von D^^ D^^ 1?,, D^^k^-i ergiebt sich 

Wird Ci — C2 — C3 zusammengezählt, so ist die von (2.) auszuscheideDde Zahl 
von Gruppen: 

Gehen wir auf demselben Wege weiter, so zeigt sich leicht die Überein- 
stimmung der hiesigen Entwicklungsart mit denen in den beiden vorhergehenden 
Fallen. Es gelten deshalb auch die nfimlichen. Schemata , wie früher, deren 
Anwendung sich aber dadurch vereinfacht, dafs allo die Symbole 6|, Cr,, 63, .... 
und iSi, 82^ 1S3, — ohne Unterschied aufm deuten. Demnach ist die Zahl 
der von C auszuscheidenden Gruppen : 

5, j^ (y-3i.+i)- .^.^_3. (y-y .^„^■. 

+3.!£::^=!ff.»^.»M.-._fc»|^.,.^..-. 
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Das Fortgangsgesetz, welches diesen Gebilden zu Grunde liegt, la&t 
sich deutlich erkennen. Es ftllt mit dem in (4. und 5.) im vorigen Paragraph 
zusammen , wenn gehörigen Orts Potenzen statt Facultäfen geschrieben werden. 
Es ist allgemein 

Die dem Erfolge gflnstige Gruppen -Anzahl ist 

7. 4 = B-C+i?-JK+.... 

Die Wahrscheinlichkeit ist 

Q -,, {p—h'\-i)m (p'-'k)m 

o. u^ — T rri — 

, (/>~2t4-l)m (/?— 2/g)m 

i 1311,^3* ^* 13|l„jS*+l T^ J3|l„j3*+2 |3|l||^3ft+3 

In einer Urne befinden sich m^ mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m be- 
zeichnete Kugeln. Man zieht ;9mal, nimmt jedesmal eine Kugel heraus und 
legt sie in die Urne nach der Ziehung zurflck. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeil, dafa irgend eine Kugel Armal hintereinander erscheinen werde? 

Die dem Erfolge günstige Gruppen- Anzahl ergiebt sich, wenn man in 
den Werthen von B, C, D, E, m statt n setzt. (Geschieht dies, so er- 
geben sich für B, C, Df E, sehr kurze Ausdrflcke, wenn die schief- 
liegenden Glieder auf dieselbe Weise wie in (8. 9. und 10.) summirt werden. 
Es findet sich 
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(p-2k)(p-2k+i) ^ 

10. p=(£=^.«^H3_3.P=|y:2.(t^^ 

u. s. w. Allgemein 

**• ^ — pjT '^ j" ;;: ir-i|i ^'* 

T 12|1 • y. • lr-l|l •"• 



^ r-M y-r* (p-rHir'*'V ^.-.i^^ 



( ^X 1r|l • ^ |r-l|l 

Dieser Ausdruck läfst sich noch weiter abkürzen, wenn die FaculMten in 
(9. 10. und 11.) anders geordnet werden; wie es sich an der Gleichung (10.) 
zeigen wird. Es ist, wenn man die Potenz m^^^ aus sfimmtlichen Gliedern 
scheidet, 

isp *'• — J3|i ^ 1 p|I •"»* 

w — pn 

Werden die zwei verticalen Reihen auf der rechten Seite des Gleichheits-*- 
Zeichens vereinigt, so ist 

Demnach ist 
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Aaf gleiche iWdise lassen sich die flbrigen Glieder E, F, behandeln y and 

die Zahl der günstigen Gruppen ist , 

13. A= [(/»— Ar-f-lf'.w -|-(;,_Ar)(in — l)]iiiP-* 

- [(/»-2Ä-f iy".i»(«- 1) -[- ^^~y" . {m-lf\ wP-« 



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

14 «, = m+(p-h){m-\) (/>-2*+l)m(ro-l) (p-2k)>\^(m-\f 



m« 



+ 1.2MW?* T l-2.3m» 

1.2.3n»« 1-2.3-4D»«* 



oder auch 

,5. „==i-i±s:i==!i[,_*+^]-fc?^iilSi==tt[,-»*+|5] 



Behält man die gewählte Bezeichnung bei, so giebt 

16. £r = A\-Ar 

die Zahl der Gruppen , wenn eine Kugel wenigstens kmA hintereinander er- 
sdieinen, und dieses wiederholte Erscheinen wenigstens rmal und höchstens 
fflial eintreten soll. 

Die Wahrscheinlichkeiten, dafs unter dm obigen Bedingungen eine Kugel 
Armal hintereinander erscheinen, und dafs dieses Erscheinen wenigstens r und 
höchstens raial eintreten werde, ist unter den oben angegd>enen Bedingungen: 

A\^Ar 



17. w = 

18. w = 



nP ' 
■** — ■** 
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Setzt man in (15.) //i = 2, so ergiebt sich 

^^- «^ — —2* r2^2A h 1.2.32^* •'• 

Diese Gleichung beantwortet folgendes Problem. 

A trachtet gegen B ein Ereignifs A^mal hintereinander herbeizufahren. 
Das Gleiche unternimmt B gegen A. Die Wahrscheinlichkeit, im einzelnen 
Falle zu siegen, ist für A und B gleich grofs. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in p Versuchen einer von beiden gesiegt haben werde? 

Die Aufgabe läfst sich auch in folgender Form ausdrOcken. 

(&4 1) Personen spielen miteinander, unter der Bedingung, dafs Der- 
jenige gewinnen soll, welcher der Reihe nach alle seine Gegner besiegt haben 
wird. Die Wahrscheinlichkeit für jeden Spieler, im einzelnen Falle zu siegen, 
sobald er zum Spiele gelangt, ist \. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs das Spiel in /; Versuchen geendet sein werde? 

N. Bemoulli hat diese Aufgabe in der eben angegebenen Form in einem 
Briefe an Monltnort aufgestellt (Analyse sur les jeux d'haz. K ed. Par. 1714. 
Pg. 382). Laplace hat es nach ihm (Theor. anal. d. prob. Nro. 11. Pg.241) 
durch die ^^Fonet. generatr.'' gelöset, ohne die Arbeit des Erfinders anzufahren. 
Hier erscheint es als ein besonderer Fall einer sehr allgemeinen Aufgabe. 

Haqfig kommt dies Spiel unter drei Personen vor, und zwar so, dafs 
diejenige,: ivelche im einzelnen Falle verliert, eine bestimmte Summe an den 
Gegner und in eine gemeinschaftliche Gasse zahlen mufs. Die Wahrschein- 
lichkeit, dafs das Spiel in p Versuchen geendet sein werde, ergiebt sich, wenn 
in (19.) Ar ===2 gesetzt wird. Bei 2, 3, 4, 5, 6, ... . Versuchen sind die 
Wahrscheinlichkeiten 

i. i. S, H, U. ih Hh ...• 

Anm. Das hier befolgte Verfahren ist zu Entwicklungen sehr dien- 
lich. Es hat sich dies schon in (§. 26.) gezeigt und wird sich immer zeigen^ 
auch wenn nur specielle Fälle zu behandeln sind. Soll die Gleichung (19.) 
entwickelt und die zuletzt gegebene Darstellung der Aufgabe beibehalten wer- 
den, so wird man die Gleichung auf folgende Art finden. 

Damit das Spiel geendet werde, mufs irgend ein Spieler kmal hinter- 
einander gewinnen. Er kann aber nur gewinnen, wenn ihn die Reihe des 
Eintritts getroffen hat. Der erste und zweite Spieler kann also nur in den 
r ersten Versuchen gewinnen, der dritte nur von dem zweiten Versuche an, 
der vierte von dem dritten Versuche an, u. s. w., der (A:-|-l)t6 von dem 
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{p—k'\-\)Xm Versuche ao. Demnach sind [(/> — Ä-fl) + l] F*Ue möglich, 
in welchen dies geschehen kann. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Ereignifs 
in jedem einzehen Falle eintreffen werde, ist ^. Demnach ist die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit 

^U- Wi — — 2X r 2k' 

Diese Schlüsse sind richtig, bis das Spiel bis zu dem {k'\-\)\en Versuche 
vorgerflckt ist; dann sind k Versuche vorausgegangen, worin das Ereignifs 
schon eingetreten sein kann. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit mufs be- 
stimmt und von der eben gefundenen ausgeschieden werden. Sie findet sich, 
wenn die Zahl der günstigen Fälle nach der Formel 

21. J, = ^21=^ + 1 

bestimmt und mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit des einzelnen Falles 

verbunden wird. Wird daher in (21.) /; = Ä gesetzt, so ergiebt sich für die 

abzuziehende Gröfse: 

_ FJ_ , l-|i_ 
^2 — L2* '~2*J2** 

Ist das Spiel bis zum (Ar4-2)ten Versuche vorgerflckt, so ist in (21.) /^ = ^-f ^ 
zu setzen und es ergiebt sich för die auszuscheidende Gröfse: 

"^^ = [2r+2r]2r- 
Ist das Spiel bis zum (A-f 3)ten Versuche vorgerückt, so ist in (21.) /^==Ä-f 2 
zu setzen und der auszuscheidende Ausdruck ist 

^* = t + g^^Ji?^ 

u. 8. w. Endlich ist 

_ rp_2*+l , 11 1 
««^p-2*+2 — L 2* « 2*^J2*" 

Die Verbindung dieser Ausdrücke führt zu folgender Formel: 

^' = L rz:^ + — ^ — \w 

Die Schlüsse sind so lange gültig, bis das Spiel bis zum (2A:-j-l)ten Versuche 
vorgeschritten ist. Dann treten ähnliche Fälle ein, wie die vorigen; welche 
dann wieder Ausscheidungen veranlassen. Diese Ausscheidungen ergeben sich, 
wenn in dem Zähler der eben gefundenen Formel 

^2 — i72 i X 
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der Reihe nach p=2kf 2k'\'i^ 2Ar-f-3, fi — k geseist wird und die 

Resultate mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten verbunden werden. 
Daraus entsteht folgender Ausdruck: 

^. _ (p-3k+i)(p-3k+2)(p--3k + 2) , (p-3k+i)ip-dk+2) 
^ ' ~ 1.2.325* 1 12. 2'* 

Die Schlüsse lassen sich leicht fortsetzen und es ergiebt sich durch schickliche 

Verbindung die Reihe 

99 ,^— y-*+g (p-2k+l){p--2k+2.2) , {p^k+i){p^k^2)(p^k+a'2) 

cc. w — —gl 1.22^* ' 1-2. 3. 2^* ""' 

die schon in (19.) aufgestellt wurde. 

§. 30. 

Ein besonderer Fall der Aufgabe im vorigen Paragraph soll hier nAher 
betrachtet werden; und zwar unter folgender veränderter Form. 

A trachtet, gegen ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Fälle 
durch die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird , rmal hintereinander* in p Ver- 
suchen herbeizuführen. Die Wahrscheinlichkeit, welche das Eintreffen des für 
B günstigen Ereignisses bedingt, werde durch b bezeichnet. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit für Aj seinen Zweck zu erreichen? 

A erreicht seinen Zweck , wenn das ihm günstige Ereignifs rmal hinter- 
einander, entweder gerade vom Iten, oder vom 2len, oder vom 3ten u. s. w., 
oder endlich vom (// — r-fl)ten Versuche an eintriHt. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs rmal hinter- 
einander vom ersten Versuche an eintreffen werde, ist 

Wi = (f. 

b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es vom zweiten Versuche an eintref- 
fen werde, setzt voraus, dafs dafs für^ günstige Ereignifs im ersten Versuche 
nicht eintreffen werde, weil dieser Fall schon unter a vorgesehen ist. Die 
hieraus sich ergebende Wahrscheinlichkeit ist 

t/*2 = Aa^ 

v. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das für A günstige Ereigniis vom 
dritten Versuche an eintreffen werde, setzt voraus, dafs das entgegengesetzte 
Ereignifs gerade im zweiten Versuche eintreffen werde. Im ersten Versuche 
kann jedes von den beiden fraglichen Ereignissen eingetroffen sein. Die bie- 
durch bedingte Wahrscheinlichkeit ist 

i/?3 = {fi'\-b)ba". 
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d. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fflr A günstige Ereignift vom 
vierten Versnche an eintreffen werde, setzt voraas, dafe das Enlgegengesetste 
gerade im dritten Versnche eintreffen werde. In den beiden ersten Versndien 
kann jedes Ereignifs eintreffen. Die Wahrscheinlichkeit hiefOr ist 

w^ = {a-\'hfbar. 

Werden diese Schlösse weiter fortgesetzt, so ergiebt sich fdr die Wahr- 
scheinlichkeit, dafe das Ereignil^ gerade vom (/7 — r-fl)ten Versuche an ein- 
treffen werde: 

Dnrch Vereinigung aller auf die vorstehende Weise geftindenen Aus- 
drücke ergiebt sich * 

» i — (a + b) 

Die Schlüsse sind so lange gültig, als die Potenzen des vorausgehen- 
den Binomiums a-f ^ sich nicht bis zur rten erheben. Erheben sie sich bis 
zu dieser Höhe, so enthalten die Glieder der Reihe Fälle, die für A günstig 
sind und welche ausgeschieden werden müssen. Die Glieder, welche hiebei 
in Betracht i^ommen , sind - 

(« + */*«% (Ä-f ftX+*ftrl^ (ii-f ÄX'^'Äfl'-, ^a'\'bf'^'bQ\ 

Die Ausscheidung geht nach den Bemerkungen in (a, 6, c) vor sich und es 
sind die Schlüsse, welche dort auf p — r-fl Falle angewendet wurden, auf 
r, r-j-l, '•+'^9 •••• P—^ F*Ue anzuwenden. Dies giebt 
u^ = a'bar, 



Dieser Ausdruck Ififst sich leicht in folgenden umformen: 
2. tio = (^p—2r)crba'^^{baj\i^p—2r—\)^{p^2r—2){a\b) 

Die in Klammern eingeschlossene Reihe Ififst sich nach (No. 417. §. 84« S. 180) 
meiner ^Aufsteigenden Functionen'' snmmiren. |Sie giebt folgenden Ausdruck : 

Der Ausdruck (2.) oder (8.) giebt so lange ein richtiges Resultat, als die 
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Poteozen von a-\-b unter r stehen. Erheben sie sich auf r, oder darOber, 
so sind Ausscbddungen nöthig, die man auf ähnliche Weise wie bisher er- 
hAR. Benutzt man hiezn die obigen Gleiclningen, so findet sich 
4. <= ip—3r—i)ar{bar)\ 

-^ (^- 3r- 2) «"(AöO' +(•*«')'( f» -3r— 2) 
_[- (f»-3r— 3) a'-(Ä«7 +(*«'/ [(/»-3r— 3) ^- {p-'dr—9) («+6)] 
^(p_3r_4)«'(fta-)H(*«0'[(p-3r-.4)+(p-3r-4)(«-|-*) 

+ (,,-3r-4)(a-f*)'] 

Wird hier die eingeklammerte Reihe nach der oben angegebenen Art summirt, 
so geht (4.) in folgende Formel über: 

5. ^ = 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich folgender, von (5.) auszuscheidender Ausdruck : 

6. * = 

(jj^4r)JM r(a^b)P^^(a^b)^ (y-4r-3)(a+ft)' (p-Ar-3ma^) 

(p-4r-3)*l^ 1 

Das Fortgangsgesetz liegt klar vor Augen. Die Gröfsen a und b stehen 
in keiner nähern Beziehung zu einander, sondern sind gegenseitig anaUiäiigig. 
Hieraus ergiebt sich folgender Ausdruck ffir die gesuchte Wahrscheinlichkeil: 

7. IT == 

" T *a^ a + b-i 

T — Tp— " ^"'^ i T^"» } L (mfi-^if . {o^b-if i«|k(a+»-l)J 

Werden die Gröfsen a und 6 in eine bestimmte Beziehung zu einander ge- 
bracht und wird a-f^s=l gesellt, so schlieisen die fflr A und B gflnstifen 
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WahrsdieiolichkeitoD sich gegenseitig ans. Ffir diesen Fall nimmt die Rbihe (7.) 
ein» Mi^cbere Gestalt an. Es entstehen nAmIloh Ausdrtcke von der Form f-, 
welehe leicht bestimmbayJB Werthe lidern; wie man sidi aus der Sten Abhand- 
Inog m. Different. Calcub <d>erzengen kann. Demnach ergiebt Achims (7.) 
laigender Ansdroek: 

'S. 10 =±= a^ ■ -f- ■(■f,^r)b4f •« 

oder 

:, , • +*2^?S^(»«7[t4t=2 + |]_ 

Hieraus findet sich auch die Wahrscheinlichkeit, dafs B ein Erei^pifs 
^iini^ttM'mali^^ mit der f&r ihn giinstigfM WiAtichehilicMc6l)f% 

in p Versuchen herfcefiüMhren im Slatede seih werde. Sie ist ' ' >»• ^•^ 

Zieht man die dleichatogen f8. oder 9.) von der Einheit ab, so ergiebt sich 
die Wahrschefailichkeit, daft M im Stande sein werde, das fragliche Ereignifs 
unter den genannten Bedingungen höchstens (r— l)mal hintereinander herbei- 
zufahren, i i 

Die vorgelegte Aufgabe läfst sich leicht verallgemeinern, wenn den 
Grölsen a und A bestimmte Werthe beigelegt v{erde|. .3i€|,;f^l^.AKl^/tt«^ 
folgender Form 4«^ ^ . . 

Ai trachtet', ein Ereigniis, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheküldhkeit a besUaopt ißt^ gegen' die J:ersonen ils^ J31 • • • • A^ in 
p Versuchen wenigstens rmal hintereinander herbeizufithren. Die Wahrschein- 
lichkeiten, welche das Unl(E^rn€dinien der*Cregi|er Begünstigen, sind der Reihe 
nach bj €, d^ . . . , m. Jede der andern Personen versucht das NfimlicAe 
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g^gen die übrigen. Die ihnea zukommenden Zahlen tos Vorsndiett siid 
s,/,u,.... z. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit fflr die einaelnen Personen? 
Die Wahrscheinlichkeit fflr Af €ndet sidi leidbt ans den Gleichnngen 
dieses Paragraphs, indem die Gesammtzahl der Gegner durch Einen vertreten 
werden kann , fQr welchen die Summe sämmtlicher Wahrscheuilicbkeiten Statt 
findet Setzt man demnach in (7.) 6 = Ä4"^+^4"--**'f"*' ^^^^t die Wahr- 
scheinlichkeit fflr All 

li. w = 

' ^ ' ' ^ ■ a'fb-{'....m — 1 

-(y-2r)(H^+-.«)i^-(H<-+--'»y'^[ '°+^V.;^!7i!J-,y- ^ 

+ ^g^(H»+.-.-»-)«-'+(»+«+--.--»)'»-' r°+*^7;ff;::ra'+--"'''' 

(p-3r~2)(a-\-b+....m) _ (p-3r— 2)»U -| 



• • • 



A^. gliche Weise findet sich die Wahrscheinlichkeit fOr jeden andern XMl-^ 
nehmer. Die Gleichung (11.) vereinfacht sich sehr^ wenn 

gesetzt wirdi Fflr diesen Fall hat man, ans den gleichen Grflnden wie froher, 
folgende Gleichung zur Be^timmmg der Wahrscheinlichkeit fflr Aii 



■h 






M« WrfirseheiBlichkeit fQr i<2 ist 

18. «,= {i_»)»-[£^ + -lj.] 



i i 
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Die enikgegeiigefletaten Wäfarscbeinlichkeiten er^ben sieh UkAX. 0fe 
in diesem Paragraph gefundenen Gleichungen lassen sich su Anwendungen md 
die Combinations- Lehre benutzen. Entfernt man nämlich den Nenner aus den 
vorsiebenden Gleichungen , so kann man ans der Gleichung för die Wahrschein- 
liohkeit auf die Zahl der dem Unternehmen gänsligen Fftlle fibergehen. Dabei 
ist jedoch m beachten, dafs die Grölsen, welche die Wahrscheinlichkeiten 
aasdrficken, nicht quantitativ verscbieden, sondern untereinander gleich ange^ 
nommen werden mOssen, weil sie in diesem Falle Elemente vertreten. Es 

ist demnad^ in (12.) a = — , A = — , ^ = — , ,,,. t» = — zusetzen und 

m fii fii ffi 

dann mit tn^ zu multipliciren. Hieraus ergiebt sich die Anzahl der Gruppen, 

in welchen ein bestimmtes Element wenigstens rmal hintereinander ersehenen 

wird, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen aus m Elementen zur /iten 

Classe gebildet werden. Sie ist 

14. J = mr^ -\- (p — r)(fn-i)m^^' 

_(^_2r)(m— l)mP-^--^ — ^^y^' (in-iym^^^- 



oder auch, in verflnderter Form, 
15. A = i(p-r)im-i)-{-mimr-'-' 

(p-^2r) f(p-2r)(»^-l) + m-t-l] .^ j),»!^.»» 

, (p-Zr) (p-3r-mp-^r) (m-l) +««+2] . if^P-ir-^ 
• ' 1 •2» 3 

Hieraus Iflfsl sich auch die Antahl derjenigen Gruppen finden, in welchen 
ein bestimmtes Element höchstens rmal hintereinander u. s. w. erscheinen wird, 
wenn- die Ver8«>U!Uigen mit Wiederholungen aus m Elementen gebildet werden. 
Die Toratebende Aafgid>e ist ein besonderer Fall der allgemeinen im vorigen 
Paragraph; wie leicht zn sehen. Ans (7. §. 29.) lAist sie sich gleiohfalla ableiteiin«, 

Von den in diesem Paragraph entwickelten 61eichungen.bat Laplae*. 
(Thöor. anal d. prob^ Nro. 12. Pg.249) den in Nro.9. dieses Paragraphs gOr 
gdiendD Ansdmck 'm etwas verMerter Gestalt abgdeitet und sich dabei anf 

22» 
■ Ä 
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Am besaadem Fall beschrfinkf, wenn steh dieWahrscbeinÜdikeiten dw beiden 
Gegner A und B zar Einheit ergänzen. 

§. 31- 
A wünscht ein Ereignifs rmal eher hintereinander herbeiznfOhren, als 
B im Stande ist, ein fflr ihn gQnstiges Ereignifs «mal hintereinander en er^ 
langen. Die fflr A gOnstige Wahrscheinlichkeit im einseinen Falle IM a; die 
fflr B gfinstige ist b. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit fiir A? 

Die Benutzung der im vorigen Paragraph gefundenen Glächnngen dient 
zur Beantwortung der vorliegenden Frage. Wir legen die Gleichung (8.) zo 
jGrunde, worin a-|-6=^ 1 ist, weil eine andere Voraussetzung die ohi^ehin weit-»* 
liufige Rechnung noch weitläufiger madien würde. Die genannte Gleichopg 
bleibt so lange in Kraft, als die Zahl der angestellten Versuche r-f #— 1 nicht 
überschreiteL Wird sie gröfser, so können Fälle eintreten, welche fflr B 
entscheiden. Sie müssen ausgeschieden werden. Die für B entscheidenden 
Fälle beginnen mit dem (r-|-«)len und endigen mit dem letzten Versuche. Es 
kommen daher die Versuche vom (r-|-tf)ten, (r-f *-f 1)'®^ "• s. w. bis zum 
( p— r—s -\-i)len in Betracht. In allen diesen Fällen sind die Schlüsse für^B 
eben so zu machen, wie sie bei Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fflr A 
gemacht wurden. Es kommen folgende Fälle vor. 

a. Das für B günstige Ereignifs tritt in den s ersten Versuchen hinter- 
einander ein. Die Wahrscheinlichkeit dafflr verbindet sich mit derjenigen, 
welche angiebt, wie oft das für A günstige Ereignifs rmal in p — s nachfol- 
genden Versuchen eintreffen kann. Die letztere ergiebt sich, wenn in (8. §. 30.) 
// — s statt p gesetzt wird. Man erhält 

1. w,= b'a^(i - {p^2r^s) ba"^ -f ^^^"j;*^""' {baj -....) 

b. Das fflr JB gfinstige Ereignib kann in «-f~^ Versnoben «mal kintw-» 
einander eintreten. Dies setzt voraus , dafs das fflr A gfinstige Ereignifs im 
ersten Versuche vorausgegangen ist. HiefOr ist die WahrschöinlicAkeit «^. 
p—s^i Versuche können folgen, bei welchen das fflr ^ gflnstige Ereignifs rmal 
hintereinander eintreten kann. Die Wahrsdieinlichkeit, dafs dies geschehe, er- 
gfebtsieh, wenn in (8. §.80.) p-s—i alatt ;9 gesetzt wird. Die Verbindmig 
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beider Wahncbeiolichkeiten giebt 

^^.^(l^^^ (^^y)-^ .,,.+ (/^-3^i)---- (^y^....). 
c. Bbea 80 findet sidi ffir die nachfolgenden, auszuscheidenden F«IIe: 

u. 9*Dr. Wird in diesen Formeln der Annahme nach a-|-£ = l gesetst, so 
lassen sich die ersten, zweiten, n. s. w. Glieder der ersten und zweiten ho- 
rizontalen Rdhen in (2, 3, 4, • • • O? welche gleichen Potenzen von fr/T zn- 
gehören, vereinigen, welches 

giebL Die Formel (1.) Ififst keine Vereinigung zu. Der Ausdruck (5.) liefert 
so lange ein richtiges Resultat, als die Potenzen des begleitenden Binomiums 
n-f-ft kleiner sind als die sie. Erheben sie sich bis zu Sf und darüber, so 
enthalten aie Vielfache von A, welche gegen A entacheiden« und schon aus- 
gesdiieden wurden. Ihre Zahl ist zu suchen und auszuscheiden. Dies ge- 
schieht, wenn man die eben gemachten Schlösse mit denen im Anfange des 
vorigen Paragraph vereinigt und dabei die Gleichung (8. §. 30.) benutzt Die 
hiemäch auszuscheidenden Werthe sind 

6. «1 = 
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^■,f„.(£— j;zl_ (f-'^7^')"-' .ty4. 'f^--g,>^«r (fco.-....). 

+<.«-.f^ C'^r""" - "^";-r""' *^+ '^-^rir' (*^)'--) 

u. $. Yf. Setet maa diese iUileitoageA fort, so ffkhrea sie wieder za summir- 
baren Reihen. Der Ausdruck (7.) und die ihm folgenden lassen sich in nach- 
stehenden vereinigen: 

Stellt man die AuBdrOcke^t. und 5.), (6. und 8«) zusammen, pnd be- 
merkt, dafs die zweite horizontale Reihe in (1.} mit der ersten in (5.) Ober- 
einstimmt, nur dafs jene mit a und diese mit h multiplicirt ist, so IfBsen sieh 
beide in einen vereinigen, da a-\-b= 1 ist. Das Gleiche gilt von^i und 8.)- 
Dies ffihrt zu folgenden, von der Gleiebungf* (8. $. 30.) absznseheidenden Reihen: 

». .= i.a-(l-ifc^.fcr+ "^y''"' (»-^J'— ••) 

+»-^(i^^-'-ü=^':'.4^+(c^j^(»^.L....) 

Das FortgangsgeseJU ist dentlich. Die in den Klammern eingeschlos- 
senen Reihen zeigen hinsichtlich der begleitenden Potenzen von boT ein ein- 
faches und gleiches Gesetz an. In den FacvUäten aber sind sie verschieden, 
Das Fortgangsgesetz der Facultiten hangt von dem Gmndfaclor der ersten 
Facultfit und ihrem Exponenten ab. Kennt man diese, so sind auch die der 
flbrigen Glieder bekannt. Die Exponenten tlier Faeultäten wachsen der Reihe 
nach um die Einheit^ und der Gmndfactor nimmt um die Gröf^e r ab. Dem- 
zufolge lassen; sich der. Kflrze nnd Übersicht wegen «die Reihen in (9.) anf 
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folgende Weise beseicliiieB: 

^ /lpb...v«^,Ut «p-)r-^i5 HpJ^r^^2r ' " - 

Die allgemeine Form üefSr itt 

10. ül = llp.^,,,«; 
tf kedentet den Expenl^nlen der Btfueii&icnltlt des ersten GUedes nnd/i-— dpr*-M 
des Gmidfaotor der FMolMt Demnach nimmt (9.) folgende Form 9&i 
!!• 11= b'a'R^r^o+ **fl'Äp^^i+ ÄÄ'Äa^il^^i 

Nächst dieser Amseheidung ist noch eine andere hinsichtlich des für A 
güstigieli Sreignlstes aötbig» > Die Ausdrücke (8. nnd 4.)v ^nd die ihnen sa- 
gehörigen «lliaUeB die Potenzen Ton «--f t. Erheben sich diese bis zor ge-» 
hörigen Höhe, so enthalten sie Fälle, die /Ür A entscheiden , während sie als 
ß§ß m A entsoheideml anfgefftirt wurden«» Diese mflssen gesucht und ausge- 
sdaeden werien« Sie iMi^niien mit dem (2r-|-ir)ten Versuche, nnd gehen bis 
m: Bilde. Ihre Besümaiung unteiüegt der biriberigen SchlnAweise. 

Das ffir A gflnstige Ereignifs kann rmal Untereinattdeff eintreten. Die 
Wahrscheinlichkeit daför ist a\ Sie verbindet sich mit der Wehrscheinliehkeit, 
welche angieBt, wie oft ein Ereignife #maL mit seinem Gegentheil eusammen* 
treffen könne. Demnach ist in den drei ersten Reihen von (9. oder 11.) 
p — r statt ./r.sn setzen. Es ergiebt sich 

Das fär A gflnstige Ereignifs kann in den. folgenden Versuchen rmal hinter- 
einander eintrefen; welches 
13. t2~ bar,kärRp^^r^^t^o+ harh'arRp^^.^^ , + ftif aft'*a'Äp«2r^-i, 2 , 

fUbt. .Sien Reiheh; tasse» sieh eommureii «nd sind^ da a^k=s^± ist, in fol^ 
9üider)iBieihe «nfbatteB! 

Sto fwasdn (ISj.mid 14) vaehäig» slcii n ibigende#: 

15. t = fl^*VÄ^^,,o+(l-i^>flr»Vi^>-2r^,l + (H«)«'***«'Ä^2r..,2 

Die AnsscheidHigen iB (f3.) griteo sd lange^ als diePotenMn des beglaten- 
den BinonriiAM nieAriger eis vom rteniGrade sind. Werden sie ao grofs, oder 
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größer als die rte, so enthalten, sie Fälle, welche fttA Mtscheidm Und sohM 
zugezählt wurden. Sie sind dann auszuscheiden. Ihre Ausscheidung führt zu 
folgender Formel: 

16. V = a'^*fl'^JVB^^,,x+(l+J)a'*a'^^*'irÄpj,^^,a - 

Zugleich muis eine Ausscheidung aas (150 hfnaichtlioli ^ erfolgen, weütt 4i0 
Potenzen yon ja^k zu. der gehörigen Höhe gestiegen sindi Die AnsfehMr 
düng giebt folgenden Ausdruck: :. . ;i . 

Eben so mufö eine. Ausscheidung aus '(8.>lunsiclälich«ifenadrt#ei}d^ fiieigiek 

Die Rechnung bewegt sich zwar in grofeen Kreise» vvtleiüegljedMii. 
einem festen Ganges lEineAussdieidung ftiirb die: mäieiUi. naokakh; iVisTf^ 
einigt man die g^ndekien Bieadlate) 'so: ergebt s|»A::foig^B^rAtasdnbek!ftv 
die gesodite WahrsdieinlicUkeil:. . . 'i ' .;: ;b ' i;! iiii 

19... «ir.t=:. irilp^^o-r|-Äa^llp4^, ;. i-i •.;'..■.•: :. •: .ii-^-u, . ff 

. . . i-.-..:. ^\-> ... . - .> . +A'flJJ?'**?ÄpWU,, .\ M 



; )i :ii Obgldich dSese EalwioklBiig k •wtini:«raitäiiiKiieiMiiioh!biw«es^ill6lidiak 
doch das Fortgangsgeselz erkennen. Mit den Polenceiif'ifl?>;rifr«iBdi<dltcnt>diat 
Facloren |l tiid^^ ^^veihnnden. IMuGes«ts,, welcl)ei^dicseM.yerbiiidan^ sam 
Grunde liegt, ffiUt mit dri' nntTriHnrtiri nnrntnlHingfnltrtiHrirftrililhjilalwHMiilhBirJ 

(l+a)(44-A) 3i 4^H*4^*+«* = 1+1+«*, 
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u. s. w., wenn nfimlich allenthalben, wo es ^schaben kann, a-|-6 = l gesetst 
wird. So weitläufig die Gleicbnng (19.) ist, so Iftfst sie sieb docb bedeutend 
rednciren, wenn man a=6 = ^ setzt. Dann giebt sie folgende einfacbe Formel: 

Äv. U7 2^^^ 1.22^+* •" 1-2. 3. 2^»^+^ — .... 

Diese Gleicbnng bestimmt die Wabrscbeinliebkeit, dafs A ein Ereignifs rmal 
eher in p Versuchen herbeifahren wird, als B das Gegentheil in r Versuchen 
zü thun im Stande ist, wenn A und B die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, 
im einseinen Falle zu siegen. Die Gleichung (20.) läfst sich auch aus den 
Gleichungen (19. oder 22. §. 29.) ableiten, wenn letzlere durch 2 divi- 
dirt wird. 

Vergleicht man die Entwicklungen in (§• 29.) mit denen in (§. 30. und 31.), 
so zeigt sich, dafs die letztern dann dienlich sind , wenn för die Wahrschein- 
lichkeiten, welche das Eintreffen im einzelnen Falle bedingen, besondere Werthe 
n(Khig werden, dagegen die von (§. 29.), wenn die Wahrscheinlichkeiten, 
welche das Eintreffen im einzelnen Falle bedingen, einander gleich sind. Beide 
Betrachtungsarten haben ihr EigenthOmliches. 

Bemerkt man dies, erwägt, dafs jedes der in (§. 29.) vorkommenden 
Elraienle durch die Einheit dargestellt werden kann , wenn man dieser Einluilt 
di0 Gesammtzabl der Elemente zum Nenner giebt, wodurch der Werlh der 
Wahrscheinlichkeit fftr das Eintreffen im einzelnen Falle bestimmt wird, und 
bringt hiemit in Verbindung, dafs das wiederholte Aneinanderreihen eines Ele- 
ments bd den Versetzungen mit Wiederholungen eben so oft in den Gruppen 
etqiQir; bestimmten Classe vorkommt, als das eines zweiten oder dritten Ele- 
ments, so führt dies zur Beantwortung folgender Frage. 

m Personen spielen mit gleicher Wahrscheinlichkeit im einzelnen Falle 
Zugewinnen, und unter folgender Bedingung. In einer Urne sind m verschie- 
den bezeichnete Marken, von welchen jede fflr eine bestimmte Person gilt. 
Es wird pmal aus der Urne gezogen und jedesmal eine Marke herausgenom- 
men, die nach der Ziehung in die Urne zurückgelegt wird. Derjenige be* 
kommt eine bestimmte Summe, dessen Marke Amal hintereinander erscheint 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für jeden Tbeilnehmer? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sidi aus (14.) oder aus (15. 
§.29.) 9 wenn eine dieser Glrichnngen durch die Zahl der Tbeilnehmer divi- 
dirt wird; denn nach den obigen Bemerkungen ist die Zahl der günstigen FiUe 
für jeden gleich grofs. Dieses giebt 

Cratt«'! Josniil f. d. M. Bd. XXXIV. H«ft S. 28 
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Die Wahrscheinlichkeit, dars das Spiel nach /^Versuchen geendet sein werde? 
ist in (14.) oder in (15. §. 29.) gegeben. 

Hieraus ergiebt sich auch die Wahrscheinlichkeit, dafs das Spiel gerade 
Im ;ilen Versuche beendigt sein werde. Denn es ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs es in den unmittelbar vorhergehenden Versuchen nicht geendigt sein werde, 
mit derjenigen zu verbinden, dafs es in einer bestimmten Anzahl endigen werde. 

§. 32. 

In einer Urne befinden sich r verschiedene Gruppen von Kugeln, jede 
von n Kugeln, die mit 1, 2, 3, . . . . n bezeichnet sind, m Kugeln jeder Art, 
mit den nfimUchen Zeichen, werden besonders beachtet. Man zieht p Kugeln 
einzeln heraus, legt die gezogene Kugel nicht in die Urne zorfick, und wieder- 
holt dieses Verfahren smal. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in irgend 
p zusammengehörigen, hintereinander folgenden Ziehungen, lauter Kugeln er- 
scheinen werden, welche das gleiche Zeichen haben? 

Um die den Resultaten günstige Gruppen- Anzahl zu finden, ist zu be- 
merken, dafs der Aufgabe genügt wird, wenn Kugelgruppen von einerlei 
Zeichen gerade in der ersten, oder zweiten, dritten, u. s. w., oder endlich 
in den letzten p Ziehungen erscheinen, p hintereinander folgende zusammen- 
gehörige Ziehungen soU eine Ziehungsreihe heifsen. Die Zahl der Zielhiuigs- 
reihen ist s. Die Gruppen , welche in den einzelnen Ziehungsrefiien dftm 
Erfolge günstig sind, gehören r verschiedenen Arten an. Jede Art bringt 
^(^—1) (^—2) .... (r—p -f 1) = rP'~* verschiedene Falle hervor. Diese Kugel- 
Arten haben m verschiedene Zeichen. Es können demnach in jedem, einzelnen 
Wiederholungsfalle ^ 

auflösende Gruppen vorkommen. Nun and a verchiedene Zlehungsreilieii mög^ 
Uok: also werden folgende Fülle bu untersuchen sein. 

a. Das Untemehnen gelingt in der ersten Ziehungsreihe. Jeder auf- 
lösenden Grappe kann jede beliebige Zasammenstellong aus den ergänzenden 
Kvgelgrappen in den nachfolgenden pe^p Ziehmgen fdgen. Die hieraus HA 
ergebende CIrappen- Anzahl i&t, in Rftchstdit auf (1.), 

B^ = tn^r^^-'(nr—p)'f'^-^K 



Af öttinger, Uniersuchungen über die WahrschemlichkeHsreehnung. 175 

b. Das Uoternehmen gelingt in der zweiten Ziehungsreihe. Jeder von den 
in (1.) angegebenen Gruppen können alle beliebigen Gruppen ans der ergänzenden 
Kugel- Ansabl zur pieu Classe vorausgehen, und die zur (/^« — 2/;)ten kann 
folgen. Die hieraus sich ergebende Gruppen -Anzahl ist 

c. Eben so findet sich fOr die Zahl der gflnstfgen Gruppen, welche 
in der dritten Ziehungsreihe erscheinen, 

»3 = (nr— /i)'''«-*m.rP»-*(iir — 3/i)*'-^^* = m.rP«-*(rn — />)<^'>'^'-* 
u. s. w. Auf gleiche Weise ergiebt sich fOr die Zahl der in der letzten Zie- 
hungsreihe möglichen oder gflnsligen Gruppen: 

J?3 = {nr — pT^^-^m*f^^-K 

Werden die Werthe fQr Jffi, B^^ 03, B, zusammengezählt, so ergiebt 

sich für die Summe der auflösenden Gruppen in sammllichen Ziehungsreiben: 

Dieser Ausdruck wird zu weitern Anwendungen dienen. Die Schlösse, 
welche zu (2.) fahrten , geben nur bis zur adelten Ziehungsreihe ein richtiges 
Resultat. Der zweiten und den spatem Ziefaungsreihen gehen nSmlich Kugel- 
gruppen von Pf 2p, ^p, .... (e—i)p Dimensionen vorher, in welchen schon 
auflösende Gruppen erschienen sein können. Sie mflssen gesucht and aus- 
geschieden werden. Ist nun eine auflösende Gruppe in der zweiten Ziehungs- 
reihe, oder in einer spätem erschienen, so kann ihr eine auflösende Grnppe 
vorhergegangen sein. Hierbei kommen folgende zwei Falle vor: 

a. Die Kugeln der vorhergehenden Ziehungsreihe haben das nämliche Zeichen. 

ß: Sie haben ein anderes Zeichen. 
Nach den Bedingungen des ersten Falles sind schon p Kugeln mit dem näm- 
lichen Zeichen erschienen: daher sind noch r — p Kugeln mit diesem Zeichen 
in der Urne zurQck. Die hieraus sich ergebende Gmppen -Anzahl ist 
{r-pXr-p-iKr-p-2)....(r-2p-\-l) = (r-py\'\ 
Diese Anzahl mufs sich mit der Zahl aller der Gruppen verbinden, welche 
entstehen, wenn die auflösende Gruppe in der zweiten, dritten, .... ^ten Zie- 
hungsreihe erscheint und die vorausgehende wahrend dieses aDmaligen ZurOck- 
schreitens alle möglichen Ziehungsreihen durchlauft. Die Zahlen der Gruppen, 
welche aus diesem Grunde ausgeschieden werden mjissen, finden sich, wenn 

in (2.), der Reihe nach 1, 2, 3, ^—1 statt e, r—p statt r in der Fa- 

cultat rP'"S rn — 2p statt rn — p gesetzt und m vernachlässigt wird, weil 
Kugeln vom gleichen Zeichen in Betracht kommen. Verbindet man damit die 

- 23 ♦ 
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Kogelgruppen an den ergfinzenden Stellen, so ergiebt sich Folgendes: 

C^^=: («-lXr-.;i)P»-\r«-2/>)''^^«-'»i-r^*-'Crii- (*-2);i)*»-* 

=(*-l)m.r^-\n^.2^)^-'^»-^ 
Dies Iflfst sich in folgenden Ausdrack vereinigen: 

Cf, = :^.«.r^A>»-i(rii-2/i)^'"*>Pi-'. 

Nach den Bedingungen im zweiten Falle sind p Kugeln erschienen, die 
ein anderes Zeichen haben* Jede Gruppe, mit Kugeln von einem bestimmten 
Zeichen, kann sich mit allen möglichen Gruppen von Kugeln mit einem der 
flbrigen m — 1 Zeichen verbinden und alle möglichen Ziehungsreihen von der 
zweiten an durchlaufen, wahrend eine der vorhergehenden auflösenden Gruppen 
jede vorhergehende StdUe einnehmen kann. Aufserdem treten mit diesen Grup- 
pen verschieden -bezeichneter Kugeln alle möglichen Gruppen aus der ergän- 
zenden Kugel -Anzahl in Verbindung. Man findet die Zahlen auszuscheidender 
Gruppen, wenn man in (2.) der Reihe nach ^= 1, 2, 3, ... . ^—1, m—t statt m^ 
rn—2p statt rn — p setzt und jeden Ausdruck mit (1.) und der ergfinzenden 
Gruppen- Anzahl verbindet. Diese Bemerkungen geben folgende Reiben: 
Dl = l.(«i— l)#''^'(rii— 2/i)*^^iM-rPi-*(i»r— 2/i)P'-'''i-* 

= 1 .«1^1- V-^. r^i-^Cm— 2/i)P<-^>i-S :^^- 

D2 = 2-(m— l)rP»-*(rii— 2/>)^->^rP»-*(nr— 3/^)^*-^>-* .. 

= 2-m'»-*rP^-*-rPi-^(m— 2/i)^*^'>''i-S 
Ö3 = 3-(w— l)rPi-*(rn— 2/f)''^'m.f^*(iir— 4^y'<--*>»--* 
= 3-m'»-V«-^r^«-^(nt— 2/^y*~^>''i-S 

/?,., = (#^l)(rii-l)rP»-*(rn-.2/>)^-^>''i-*m.rP»-^ 

= (^l)m^»-V«-*.H-'(ni-2/^/^>'''->. 
Sie lassen sidi in folgenden Ausdruck vereinigen: 

Werden dieWerthe von C« und ZI« zusammengezählt, so ergiebt sich folgende, 
von (2.) auszuscheidende Gruppen -Anzahl: 
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Dieser AusdradE tafst si<A, wie in (§• 27.), durch ein Schema vorstettw« 
Wir wahlra dasa Folgendes: 

Hier bezeiclinet &] Gruppen Yon 2/^ Dimensionen, in welchen nur Kugeln von 
einerlei Zeichen vorkommen, G^ Gruppen yon /r Dimensionen, in welchen Ku- 
geln von einerlei Zeichen, und J^i gleichfalls Gruppen Ton p Dimensionen, in 
welchen nur Kugeln von einerlei Zeichen vorkommen, die aber ein anderes 
Zeichen als die unter G^ begriflTenen haben. 

Die Schlflsse, welche zu den Formeln (3. und 4.) fahrten, sind so lange 
richtig, bis die zweite der zwei auflösenden Gruppen auf die dritte Ziehungs- 
reihe gerückt ist und dann allmfilig alle mAglichen spfitem Ziehungsreihen durch- 
lAuft. In jedem dieser Ffille kann noch eine dritte auflösende Gruppe den beiden 
in (3.) bezeichneten vorangehen. Demnach treten drei auflösende Gruppe, 
jede als Ganzes betrachtet, zu einander in Beziehung. Die letzte bestimmt die 
Stellungen;, von der dritten Ziehvngsreihe an. Sie durchUufl allmilig ^—2 Zie- 
hungsreihen. In jeder einzehien Stellung können die beiden vorhergehenden 
unter sich alle Ziehungsrmhen durchlaufen. Dieses Durchlaufen fflUt mit den 
Zerstreuungen von zwei Elementen in die gehörige Ffidierzahl zusammen. Es 
treten folgende Ffille ein: 

y. Die drei auflösenden Grappen enthalten Kugeln mit nur einem Zeichen; 

d. Sie enthalten Kugeln mit zweierlei Zeichen; 

€. Sie enthalten Kugeln mit dreierlei Zeichen. 
Diese drei Ffille lassen sich nach der Analogie von (4.) auf folgende Weise 
darstelleii: 

Gl Gl Gl , Gl GiBi , GiBilLi • 

Nun ist leicht zu sehen 9 da& die auflösenden Gruppeh, welche Kugeln mit 
versdiiedenen Zeichen enthalten, unter sich verschiedene Stellungen einnehmen 
können, und dafs der Ausdruck &i£r|£r| auf folgende Stellungen dieser Grup- 
pen deuten kann: 

GiGiHi'\- GiHiGi'\'HiGiGi = j^^^G^H^ 

und der Ausdruck GiHiKi auf folgende Stellungen: 

GiHiKi^GiKiHiJ^HiGiKi^HiKiGi^KiGiHi^KiU^^ 

= 3*2*1 «Crifit Ai« 

Die Gruppen -Anzahl, welche durch den Ausdruck GiGiGi=^Gy^ der nur 



178 9i i^ifi»§er, VmtersuekM^gm iiier die WahrschemUehkeHtrMhtung* 

Kügülri von einerifli Zeidien enfhilt, bedingt wird^ ist th'^^i'^; Wie »idi durch 
eine einfache Erörterung zeigen läfst. Die yerscbiedeneti StdiiUigen, welche 
die zwei vorangehenden auflösenden Gruppen in Beziehung auf die dritte ein- 
nehmen können, führen zu folgendem Ausdruck, wenn dabei die ttugelgruppen 
atif den et'gänzenden Ziehaiigsireihen in die Rechnung aafgenoftiih^il iv^Hleni 
-••••■ ■ 2.1' ■ ■ '^■'- ■••■•■ ■■■■ ^ -•■•''■ 
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Die Gruppen- Anzabl, welche dnrch den Ansdrack .\^ ^^ *GiHi bedingt wird, 

ist '. von Kugeln mit zwei verschiedenen Zeichen veranlafsL Die des einen 
Zeichens sind 2 p Kugeln , die des andern p. Die Zahl, der Fälle, welche (Jnrch 
alle möglichen Zusammenstellungen dieser Kugeln unter sich erzeugt werden, ist 

Die verschiedenen Stellungen, welche die zwei vorhergehenden auflösenden 
Gruppen in allen Ziehungsreihen in Beziehung auf die dritte einnehmeii kön^ 
nen, führen zu folgender Formel, wenn die ergänzenden Kugelgruppen In df;n 
flbrigen Ziehungsreihen in Rechnung gezogen werden: 
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Die Qnsfpen^ wddie d«r Ansdrack 8*2-i«&i£^ffi andeutet, gehöret drei 
verschiedeneti Zekhen eil Die VarseUnuigen^ welche in den drei yersehiede- 
nen Kngel-«* Arten nitthig werden, 3ind mhon vorgesehen; daher sind sie in 
der FnonllAt von m wieder m entfernen. £8 gellen hier Ahnliche Bemerkun- 
gen, wie. ifi (§« 350* V» Anzahl der Kugelgruppen, weiche hierher geboren, 
Skid in dem Ausdrucke 

enthalten. Die SteUnngen, welche die zwei vorhergehenden auflösenden Grup- 
pen in allen Ziehungsreihen in Beziehung zur dritten einnehmen können, führen 
zu folgender Formel, wenn die ergänzenden Kugelgruppen auf den Obrigen 
Ziehungsreihen in Rechnung gezogen werden: 

^ ^ . 331-1 ^51. r^M. rP^'i . rPi-* (r n - 3;>/^^>'-* 



t i 

Werden nun die Werthe von Ei, K^ Ej zusammengezfifalt, so ergiebt sich 
folgende Zahl von ^(8.) aoszosdieideader , Grappen : 

Aach diesen Avsdruek kann man dimdi ein ßchenM geben. Es ist 

Die Vorzählen der Exponcinten ^^ welche den Eacultj^ton von r zugehören, 
bilden Summen der Yer)l>indwg|m m^ Wiederholungen ^w Iten^ 2ten, 3ten, . . . . 
Classe. Die begleitenden FacultAlen von m hab^n so viele Pactoren, als die 
Verbindungsclasse angiebt^ .npd werden durch eine steigende ^acnlttt von 1 
gemessen, die so viele Fahren zfihlt, als gleiche Exponenten von r vorkom- 
men; dM breitende FaevlUlt S'^ wird doreh H vMe steigende FacnUAten 
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von 1 dividirt, ab Ejqponenten der Feciillftteii von r vorkonunen. Die Vor- 
nihlen der Exponenten ;i gebea die Dimensionen dieser FaiDoIUten an. 

Die snr Entwicklung der Gleichung (5.) gemaditen Schlflsse sind so 
lange richtig, bis die letzte der auflösendem Gruppen in die yierte Ziehungs- 
reihe gerflckt ist. Ist dies gesdbehen, sd mflssen wiedw Ausschddungen ge- 
macht werden, weil eine vierte auflösende Gruppe unter den vorausgeheiiden 
Kugelgruppen enthalten sein liann. Die vier auflösenden Gruppen machen unter 
sich Versetzungen und nehmen alle möglichen SteDungen vor der letzten an, 
wahrend diese von einer Ziehungsreihe zur andern zurflcktritt Es können 
folgende Fälle eintreten: 

C. Die vier auflösenden Gruppen haben gleiche Zeichen; 

ij. Drei haben einerlei, die vierte ein anderes Zeichen; 

X. Zwei und zwei haben Mnerlei Zeichen; 

l. Zwei haben einerlei, die dritte ein zweites, die vierte ein drittes Zeichen; 

fi. Die vier Gruppen haben vier verschiedene Zeichen. 
Hienach ergeben sich folgende Formen: 

GiGiGiGi^G^^ GiGiGiHi = GiH^^ '■ GiG^HiHi=^G%H2^ 

Gl GiHiKi^==^'G2 Hl Kl ^ Gi Hi Ki Li = GiMiKiLi^. 

Wendet man auf diese Darstellungen die obigen Bemerkungen an und 

berflcksichtigt dabei die in (§. 25.) ausgesprochenen Gesetze, welche ans 

Ähnlichen Betrachtungen abgeleitet wurden, so erhalt man folgende Zahlen- 

Ansdracke: 

Werden die verMhiedenen Stellungen berOcksichtigt, Wddbe He vier 
auflösenden Gruppen in s Ziehungsreihen untereinander einnehmen können, nebst 
der Zahl der ergänzenden Gruppen auf den (Ibrigen ^—4 Ziehungsreihen, so 
ergiebt sich folgende Zahl von (5.) auszuscheidender Gruppen: 
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Auch hier erkennt man leicht das oben angegebene Gesetz. Ihm sa- 
folge ergiebt sich fQr die auszuscheidende Gruppen -Anzahl folgender Ausdruck: 

n. 8. w. Demnach ist die gesuchte Gruppen -Anzahl 
9. A = B — C-\-D — E\V—..,.^ oder 
10. Ar= *.«irP'-»(rn— /;)t-»)''l-i 



Wird durch die Zahl aller Gruppen dividirt, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Wird in der Gleichung (11.) fn = n gesetzt, so beantwortet sie fol- 
gende Aufgabe. 

In einer Urne befindet sich s verschiedene Arten von Kugeln, von 
welchen jede m Kugeln zählt, die mit 1, 2, 3, ... • m bezeichnet sind, p Ku- 
geln werden einzeln hintereinander herausgenommen und die gezogene Kugel 
wird nicht in die Urne zurflckgelegt. Dies Verfahren wird «mal wiederholt: 
wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in irgend p zusammengehörigen, hinter- 
einander folgenden Ziehungen lauter Kugeln erscheinen werden, die das gleiche 
Zeichen haben? 

Durch Einfflhmng des angezeigten Werths findet sich aus (11.) 

Crdi«*t Jomrul f. i. U. XXXIV. H«ft S. 24 
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Ist «ttssl, 00 soDeii unter den angegebenen Bedingungen nnr Kqgeln^ 
Yon einem bestimmten Zeichen ersdieinen« Es verschwinden also dmn we 
Glieder^ welche höhere Fecnltfiten von m als die erste enthalten nnd die Wahr- 
scheinlichkeit ist aus (11.)- 

Fftr Ar«r2 ist 



In ($. 25.) wurde eine der gegenwärtigen fthnliche Frage beantwortet 
Die hier gefundenen Resultate unterscheiden sich ron den dortigen dadorcfa, 
dafs hier Kugeln mit mehreren Zeichen erscheinen können , dort nur mit einem, 
und dafs hier Kugeln mit demselben Zeichen schon vor der auflösenden Gruppe 
erschienen sein können, dort nicht. 

Behält man die Bezeichnungsart wie (§. 26. u. ff.) bei, so ergiebt $iA 
ffir die Anzahl derjenigen Gruppen, in welchen lauter gleichbezeichnete Kugeln 
in p Ziehungen wenigstens /mal und höchstens xmal erscheinen, wenn m ver^ 
schiedene Zeichen in Betrachtung kommen und s Ziehongsreihen gemacht werden : 

Demnach ist die Reihe (9.) mit dem /ten Gliede su beginnen und die vom 
(:r-|-i)ten Gliede an abzuziehen. Die Zahl der Gruppen, in welchen ttnier 
den eben angegebenen Bedingungen lauter gleichbezeichnete Kugeln gerade /mal, 
nicht mehr und nicht weniger oft, erscheinen werden, ist 

16. Ji'^' = 4-^""'. 

Die entsprechendMi Wahrsehenriiehkeiteii sind 

Diese Reihen brechen in bestimmten Fällen brid ab, wie sich aus den Gleidinn- 
gen (19. nnd 20. §• 27.) ergiebt, und fahren oft zu ganz kurzen AusdrOcken. 
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19- "'^l'-ThüfPr 



Die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeh ist au (17.) 

%. 33. 

Jemand trachtet, ein Ereignifö, dessen Eintreffen im einseinen Falle 
durch die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird, in p Versuehen so oft herbei- 
zufahren, dafs es immer rmal öfter als das Gegenlheil zutrifft, dessen Ein- 
treffen im einzelnen Falle durch die Wahrscheinlichkeit b ausgedrückt wird: wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen gelingen werde? 

Der Unternehmer erreicht seinen Zweck, wenn das ihm gflnsHge Er-- 
eignifs in den r ersten Versuchen eintrifft; er erreicht ihn, wenn das ihm 
gOn^ige Ereignifs r-f Imal und das ihm ungflnstige darunter einmal eintrifft; 
er erreicht ihn, wenn das ihm günstige Ereignifs r4-2mal und darunter das 
ihm ungflnstige zweimal eintrifft u. s. w. Dies giebt folgende Zusammenstellung: 

if, a^'b, a'+'b\ a'^'b\ if^'b\ .... a'^+Kf-OÄicp-r)^ 
wo die Exponenten von a und b das wiederholte Eintreffen der bezüglichen 
Ereignisse bezeichnen. Die einzelnen Fälle werden in ihrer Verbindung unter- 
eiaander besondere Gruppen bilden, deren Anzahl zu suchen ist. \{p — r) wird 
immer eine ganze Zahl sein. 

a. Die Wahrscheinlichkeil, dafs das fragliche Ereignifs rmal hinter-* 
einander in r Versuchen eintreffen werde, ist a^ 

b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs r-flmal und 
das ungflnstige einmal in r-f 2 Versuchen eintreffen werde, selzt voraus, dafs 
das ungünstige Ereignifs in den ersten r Versuchen eintreten werde. Das 
Eintreten dieses Ereignisses in einem der zwei letzten Versuche ist schon in (a.) 
vorgesehen. Berücksichtigt man (§. 41. m. Comb. Lehre), so ist die Wahr- 
scheinlichkeit für diesen Fall: 

M?i = ra'^^b. 

c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs r-f 2mal und 
das ungflnstige zweimal in r-f 4 Versuchen eintreffen werde, setzt voraus, 
dafs das ungünstige Ereignifs in den ersten r Versuchen wenigstens einmal 
und, wenn es später (einmal höchstens) eintritt, nicht später als im (r-f-2)ten 
Versuche eintreten werde. Untersucht man die dem Ereignifs günstigen Fälle, 
90 ergiebt sich folgende Wahrscheinlichkeit: 

24* 
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d. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs r-f Smal und 
das ungunstige dreimal in r-p6 Versuchen eintreffen werde, setzt voraus, dafs 
das nngänstige Ereignifs in den ersten r Versuchen wenigstens einmal und, 
wenn es später (zweimal höchstens) eintritt, nicht später als im (r -f 4)ten Ver- 
suche eintreten werde. Untersucht man die dem Ereignisse günstigen Ffllle) 
so ergiebt sich folgende Wahrscheinlichkeit: 

.. _ r r(r~l)(r^2) , r(r-i) , /4.3 .^1 ^r+sjLs _ r(r+4Xr+5) ,^ 

"^^ = L 1.2.3 +^"T:2-TVr2-V'^J^ *— — T2:3 — ^ *^- 

e. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs r-j-4mal und 
das ungunstige viermal in r-j-8 Versuchen eintreffen werde, setzt vorans, 
dafs das ungünstige Ereignifs in den r ersten Versuchen wenigstens einmal 
und, wenn es später (dreimal höchstens) eintritt, nicht später als im (r-f6)ten 
Versuche eintreten werde. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich folgende Wahr- 
scheinlichkeit : 

rr*!-i , ,31-1 ,6.5 .\H'-' , /6.5.4 ^\ 1 ,.4., 

_ r(r + 5)(r + 6)(r+7) ^.,., 
~ 123.4 "^ 

u. s. w. Das Fortschreitungsgesctz ist leicht erkennbar. Man erhält für die 

gesuchte Wahrscheinlichkeit folgenden Ausdruck durch Vereinigung der eben 

angegebenen Fälle: 

1. u, = rr[l •\-rab-i ^0(^6/+ !±m^(,abf^ .... 

, r(r+m + l)(r+m + 2)....(r + 2m-l ),,,,,,^ , l 

••••'I 1.23 ...m ^ T-J- 

m kann sich bis zu \{p — r) erheben. 

Setzt man in (1.) /i = &=:^ und multiplicirt den Ausdruck mit V^ 
so giebt die Gleichung die Anzahl derjenigen Gruppen, in welchen ein be-- 
stimmtes Element immer rmal mehr, unmittelbar hintereinander oder in: Über- 
schusse über das zweite erscheint, wenn die Versetzungen mit Wiederholoogen 
aus zwei Elementen zur p\en Classe gebildet werden. Es ist 

\ ta. \ 

Setzt man aber in (1.) a = -~ und h = — — und multiplicirl mit inP, so ergiebt 

3. A = 
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Diese Gleichung bestimmt die Anzahl der Gruppen , in welchen ein besümmles 
Element rmal so oft, entweder unmittelbar hintereinander oder im Überschuß 
Aber die übrigen Elemente, welche einzehi oder in beliebiger Verbindung unter- 
einander auftreten, erscheinen wird, wenn die Versetzungen mit Wiederho- 
lungen aus m Elementen zur pien Classe gebildet und die Gruppen von einer 
bestimmten Richtung aus betrachtet werden. 

A trachtet ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch die 
Wahrscheinlichkeit a bedingt ist, in p Versuchen so oft herbeizufahren, dafs 
es rmal öfter eintrifft, als B und C vereint im Stande sind, gleichheitlich un- 
ter sich die ihnen günstigen Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten b und c 
herbeizuführen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A seinen Zweck 
erreichen werde. 

A wird seinen Zweck erreichen , wenn das ihm günstige Ereignifs rmal 
hintereinander in den r ersten Versuchen eintritt, oder wenn das ihm günstige 
Ereignifs r-f 2mal nnd das jedem seiner Gegner günstige Ereignifs je einmal, 
oder wenn das ihm günstige r-f 4mal und das jedem seiner Gegner günstige 
je zweimal eintritt u. s. w. Dies führt zu folgender Zusammenstellung : 

a% ar^Hc, ci'^+^ÄV, a^+VA^. 

Untersuchen wir nun die einzelnen Fälle nach den Bemerkungen in 
(a, hf c, • • . •) und berücksichtigen, dafs die durch b und c bezeichneten Er- 
eignisse in jeder beliebigen Zusammenstellung unter sich bei den möglichen 
Versuchen mit dem für A günstigen Ereignisse in Verbindung treten können, 
so ergiebt sich folgender leicht ^u rechtfertigende Ausdruck für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit : 

4. ^ = 4i+!:i!:+^ 

Auf ganz gleiche Weise findet sich die Wahrscheinlichkeit für B, gegenüber 
von A und C; eben so die für C, gegenüber von A und C. 

Diese Schlüsse lassen sich wieder leicht verallgemeinern. Trachtet >iu, 
mit der ihm günstigen Wahrscheinlichkeit a, gegen n Theilnehmer A^^ A^^ 
-Js, .••• A„^ denen die Wahrscheinlichkeiten «i, ^2^ •••• «« zugehören, ein 
Ereignifs so oft herbeizuführen, dafs es rmal öfter eintrifft, als seine Gegner 
im Stande sind, gleicbheitlicb die ihnen günstigen Ereignisse zu erlangen, so 
ist die Wahrscheinlichkeit für A: 



186 8. öttinger, UttterntchungM iiker die WäkrtchemUeUteiUrtdiiMmg, 

■]• 



Die Reihe bricht ab, wenn die Zahl der Versuche ^ welche der Eigenthflnilich-- 
kdt der Aufgabe entsprechen, erschöpft ist. Auf Chnliche Weise wird die 
fär jeden andern Theihiehmer gflltige Wahrscheinlichkeit bestimmt. 

S. 34. 
A trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird, in p Versuchen wenigstens rmal 
eher, entweder hintereinander, oder im Überschösse Über das Gegentheil , her- 
beiznfQhrcn, alsA im Stande ist, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen 
Falle durch die Wahrscheinlichkeit h angedeutet wird, «mal, entweder hinter- 
einander, oder im Überschüsse Ober das erste Ereignifs zu erlangen: wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit fOr A? 

Durch die in (1. §.33.) aufgestellte Reihe ist die Beantwortung dieser 
Frage vorbereitet. Jene Reihe bleibt nämlich so lange in Kraß, als die Po- 
tenzen von a und h sich nicht bis zur ^en erheben. Erheben sie sich bis 
zur ^en , und darflber, so werden Ffille vorkommen , die ffegm das Unterneh- 
men entscheiden. Diese mfissen gesucht und ausgeschieden werden. Um eisen 
bessern Überblick z« haben, bezeichnen wir die den Potenzen von ab voraus- 
gehenden Vorzahlen in (1. §.33.) der Reihe nach durch ^, Ai^ A^^ .... 
Dieses giebt 

Die Glieder der ersten Horizonlalreihe in (1.) entscheiden sAmmtlich /br A^ 
die der zweiten enthalten Fälle, welche g^yen A entscheiden. Der erste Aus- 
druck in der zweiten horizontalen Reihe bietet nur einen Fall dar, welcher 
zum Nachtheil des Unternehmens entscheidet. Dieser tritt ein, wenn das un- 
gfinstige Ereignifs raial hintereinander vom ersten Versuche an eintrifft Die 
Wriirscheinlichkeit, dafs dies geschehe, ist 



& öiiin§er, fMirmsehiu^gen über die WaJir9thdnRcKkeit9rtthm$ng'm 197 
Der zweite Ausdrodc der iweiten borizontaleB Reihe h«f die Form 

Man löse, nm die Zahl der aaszuscheidenden Fälle zu finden, den Ausdmdc 
in seine Bestandtheile auf und zeige die Wiedarholungen durch unten ange- 
hängte Zahlen statt durch Exponenten an, so dafs , 

wird. Alle die Fälle werden zuni Ifachtheil ^es Unternehmens entscheiden, 
worin b von vorn herein «mal hintereinander zu stehen kommt. Dies geschieht so 
ofU als h »wischen ii'^' verschiedene Steltungen einnehmen kann, also r-f «mal; 
denn diejenigen Fftlle sind auszuschlielsen, in welchen h die letzte oder vorletzte 
Stelle annimmt, weil sie schon in dem vorherg ehenden Falle vorgesehen sind. 

Hat b aHe. Stellen durchlaufen, so reiht es sich an die b an. Dadurch 
erachrinen diese in der {s-\'\)len Dimension. Demnach Itann ein a auf s Stellen 
zwischen den b erscheinen. Dies whrd durch 

^r+.+i4,+i ^ b,b^b^....b^^ab,b.ttff 
*i*2*3 •••• ob^ib^b.a^a'' 
ausgedrftckt; worans ein Ausscheiden von noch weitern s F&Aen enlsteht. Der 
meh diesen Bemerkungen auszuscheidende Ausdruck ist 

Um die ZaM der Fflle, welche der dritte Ausdruck in der zweiten horizon- 
talen Reihe auszuscheiden veranlafst, zu finden, dient folgende Zerlegung: 

Die Anwendung der in (c. §. 33.) gemachten Bemerkungen fahrt auch hier 

zum Ziel Die beiden am Ende des Ausdrucks erscheinenden b nehmen von 

der (r4-2«)ten Stelle an alle Stellungen zwischen den a ein. Haben sie sich an 

die ersten b angeschlossen , so treten zwei a ein und wiederholen das Gleiche. 

Die Zahl der hieraus sich ergebenden FfiUe ist 

{r^2s\{r\-2s—i) 
172 

Aufserdem kann noch ein b an die (r-f2«-f 1)^ ™<1 (r-|-2^-f 3)^^ SXeMe 
rflcken. Wahrend nun dieses Element die beiden Stellen annimmt % durchliuft 
zuerst ein 6 r-f^ und ein a darauf 8 Stellen. Die Zahl dieser Falle ist 

Hieraus ergibt sich fOr den auaznscheidenden Ausdruck: 

1'2 
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Wenden wir die in (d. §. 33.) gemachten Bemerkung^en aur den vier- 
ten Ausdruck in der zweiten horizontalen Reihe an, so ergiebt sich folgende 
Formel : 

1«2«3 
u. s. w. Die Verbindung dieser AusdrQche fahrt zu folgender Formel: 

T 1.2.3 ^ ^ 

"1 1.23.4 ^^^^ 



Auch hier bezeichnen wir die Vorzählen auf einfachere Weise und 
setzen fflr sie der Reihe nachBu, Bi^ B^^ B^^ .... Dadurch geht der Aus- 
druck in folgenden Aber: 
3. w, = a'^'b'iBoi- Äifl* + ß,(fl*)^-{-fi3(aft/+ . . .. + Ä,.i(ii6)^' 

+ Br{aby+ Ä.+,(a6r H »r+.(a*rM- •.••)• 

Die Glieder dieser Reihe liefern so lange ein richtiges Resultat, als sich 
die Exponenten von ab nicht bis zu r erheben. Erheben sie sich bis zu r, 
und darüber, so entstehen Fälle, welche für A entscheiden, wfihrend sie, als 
ffejfen A entscheidend, aufgefabrt und ausgeschieden wurden. Sie müssen ge- 
sucht, zusammengezählt und von (2.) ausgeschieden werden. Wenden wir die' 
Schiasse, welche zu (2.) und in {a, b, c^ d, .... §.33.) gemacht wurden, 
auf die Glieder der zweiten horizontalen Reihe in (3.) an , so giebt der erste 
Ausdruck derselben folgende Ausscheidung: 

der zweite folgende: 

der dritte folgende: 

_ (3r+2^)(3r+2^+3) ^v+.+i jLr+.+2 

u. s. w. Dies giebt: 

X (3r-f2<)(3r+2j4-4)<3r+2«+5) ., 
t 1.2.3 ^""-' 

•> 
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Auch diese Reihe gtebt so lange ein gOastiges Resultat, als sicli die 
fixpoaeiiteR Ton mb nicht bis zu s erheben. Erheben sie sich bis diAin, nnd 
diurtthjer^ so fängt j^iae neue Aussdieidong an, welche auf gleiche Weise be- 
handelt werden mufs. Sie giebt folgendes Resultat: 

Das Gesetz, nach welchem diese Entwicklungen fortschreiten, ist deutlich. 
Wahlen wir der Kürze wegen für das Gesetz, welches den Reihen (1. 2. 4* 
und 5.) zum Grunde liegt ^ die Bezeichnung 

^ ((2ifi^l)r+2>i^)((2»ü~l)r+2n^+4)((2ii»-l)r-f2ii^+5) ^^^ 

so ergiebt sich folgender Ausdruck fQr die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

Diese Gleichung findet sich leicht aus (6.) , wenn man der Reihe nach 
191 = 1, 2, 3, ... . und n s= 0, 1, 2, 3, . . . ., aber abwechselnd (zuerst fOr m, 
dann fflr n u. s. w.) in (6.) setzt. Aus (7.) findet sich die Wahrscheinlichkeit 
fflr B sehr leicht, weim das entgegengesetzte Ereigifife raial eher herbeigeführt 
werden soll, als ^ im Stande ist das fflr ihn gflnstige Ereignifs rmal zu erlangen. 
Zu diesem Ende ist b statt a, und s statt r zu setzen. Es ergiebt sich aus (6.) 

Die hidr g^undenen Resultate bereiten eubh die Beantwortung folgender 
Frage Tor. A will ein Ereignifs mit der ihm günstigen Wahrseheinlldikeit a 
rmal eher herbeiführeil als A ein Ereignifs mit der ihm günstigen Wahrschein- 
lichkeit b sjübI herbeizufabreu im Stande ist. B will das ihm günstige Er- 
eignifs «mal eher herbeiführen als il im Stande ist das ihm günstige rmal 
herbeizuführen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Versuchen A 
oder B seinen Zweck erreichen werde? 

In (7.) ist die für A, in (ßJ) die für B gflnstige WahrsoheinlichkeU 
ausgedrückt. Tritt einer der in beiden Gleichungen vorgesehenen Fälle ein, 
so sind die Versuche geendet. Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

CreUe*t Journal f. d. M. Rd. XXXIV. Heft 2. 25 
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Diese Aufgabe kann auch unter folgender Form dargestellt werden. 

Zwei Spieler A nnd B, von welchen der erste 9, der aweite r>Harken 
hat, spielen nnter der Bedingung, dafs derjenige, der ein Spiel vertiert, sd* 
nem Gegner eine Marke geben mufs nnd dafs derjenige der Sieger ist, der 
alle Marken des Gegners gewonnen hat. Die ihnen zugehörigen Wahrschdn- 
lichkeiten, im einzelnen Falle zu gewinnen, sind a und b: wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs das Spiel in p Versuchen geendet sein werde? 

Ist in (7. 8. und 9.) r^=s, so ergeben sich einfachere Ausdrflcke. 
Aus (9.) wird in diesem Falle, in entwickelter Form: 

10. «= («-+*■) [1+ r»t+-'^('-'»'+ '•"•t1,'?3'^°' W.+ ] 

Sind auch die Wahrscheinlicbkeiten im einxelnen Falle gleich und ist 
a = b = ^, so ergiebt sich aus (10.) 

"• ^~ 2'-iL't^2*T^ 12.2* T 1.2.3.2» ^""j 
1 r. I 3r , 8r(3r4-3) , 3r(3r+4)(3r+5) , T. 

i n . 5r , 5r(5r-i-3) , 5r(5r+4)(5r+5) , T 

5=iL*T2»T 1.2,24 T 1.2.3.2« T*"J 



2tr~i 



Sfrtxt man in der Gleichung (7.) a = — und bt*=> nnd mnltiiilicirt mit 

fti^ so ergiebt sich 

-12. il= »,i'--4r(«i-l)«i'^'^+-J:^ji^(,„__l)«m»-»-»^.... 

!.., -(fli—l)'«!'-;'-^ — I±^(m— l}*+»i»^-'^-«^ 

+(«-iy*'«P-'-«'-f??!^(»i-l)'+*+»m''^'-* 

• + <^''+^')ffl^'+^)(«>^ir'^'„>^-»«->-^ . . . . 

Diese Glnchnnglöaet folgende Aufgabe aus der Lehre von den Combinationen. 



I 
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Bildet man die Versetzungen mit Wiederholungen aus in Elementen zur 
pXen Classe, verfolgt ein bestimmtes Element nach einer bestimmten Richtung 
hin, in allen Gruppen, in welchen es vorkommt, und zählt von der ersten Stelle 
an , wie oft es hintereinander oder im Überschusse Aber die übrigen Elemente 
(diese mögen einzeln, wiederholt oder zusammen in willkOrlicher Verbindung 
mit einander stehen) vorkommt: so giebt die Gleichung (12.) die Anzahl der 
Gruppen an , in welchen das genannte Element wenigstens rmal eher vorkommt, 
als die fibrigen (einzeln oder in Verbindung miteinander) raial hintereinander 
oder im Überschusse über das bestimmte Element vorkommen. Hiebei ist zu 
bemerken, dafs die Stellenzafal eines Elements immer nur als Einheit gezählt 
wird. Die Gleichung (12.) und die Gleichungen (2. und 3. §. 33.) geben die 
Gruppen -Anzahl der Versetzungen mit Wiederholungen von bestimmten Unter- 
schieden, worauf ich in meiner Lehre von den Combinationen hingewiesen 
habe (§. 23.). Die hier gegebenen Bestimmungen sollen das dort Angedeutete 
ergänzen. 

Die in diesem und dem vorigen Paragraph behandelten Aufgaben stehen 
untereinander in genauem Zusammenhang. Die Verschiedenheit der Bedeutung 
der Gleichung (7.) und der Gleichung (1.) im vorigen Paragraph, zeigt sidi 
deutlicb und ist leicht zu erkennen. Bringen wir sie, um die Verschiedenheit 
stärker hervorzuheben, auf die Form, in welcher sie nach (10.) in diesem 
Paragraph dargestellt wurde, so ist die Aufgabe folgende. 

Zwei Personen A und B spielen mit den beziehlichen Wahrscheinlich- 
keiten a und b, im einzelnen Falle zu gewinnen, miteinander. A hat eine 
unbestimmte Zahl von Marken, B hat r Marken. Wer verliert, giebt seinem 
Gegner eine Marke. A gewinnt, wenn er in p Spielen alle Marken seines 
Gegners erhalten hat: wie grofsist die Wahrscheinlichkeit, dafs Amp Spielen 
die Marken seines Gegners gewonnen haben werde? 

Die Bedingung, dafs A eine unbestimmte oder unerschöpfliche Anzahl 
Marken habe, ist unerläfslich. Denn hätte er eine bestimmte Anzahl, etwa 
5 Marken, so könnte leicht in p Spielen der Fall eintreten, dafsil alle seine 
Marken verlöre, wodurch er dann aufser Stand gesetzt wäre, das Spiel fort- 
zusetzen. Von dieser unrichtigen Ansicht ging Laplaee aus; denn er giebt 
Pg. 235 seiner „Th6or. analyt. d. probl.'' die Gleichung (1. §. 33.), in der 
Meinung, dafs sie die Aufgabe auflöse, welche hier durch die Gleichung (7.) 
in diesem Paragraph gelöset wird. Von der Unhaltbarkeit der von Laplace 
aufgestellten Ansicht kann man sich leicht überzeugen, wenn man einzelne und 
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ganz einfache Falle nfiher nntersocbt. Sie tritt schon deutlich hervor, wenn 
man in den genannten Gleichungen z. B. /i s= 8 setzt. Die in (§. 33. und 34.) 
behandelten Aufgaben wurden auch von Tremhley in „CommentaL Soc. reg. 
scient. Götting. ad A. 1793 et 1794. Vol. XII. Pg. 99 sqq.'' behandelt (1. $. 33. 
nnd 7. §. 34.). Laplace aber scheint diese Arbeit nicht gekannt oder nicht 
beachtet zu haben. Mwvre hat in seinem Werke ,,Doctr. of Chances UI. Ed. 
Lond. 1756. Probl. 64. Pg. 204'' die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit wegen 
Beendigung der Versuche unter den (§. 34.) angegebenen Bedingungen ab 
Aufgabo aufgestellt und giebt die Gleidiung (1. $. 33.) als Antwort auf die 
Frage, da doch die Gleichung (9. $. 34.) sie beantwortet Er erhalt das nam« 
liehe unhaltbare Resultat, welches Laplace nach ihm aufstellte. 

Überblicken wir nun die in ($.24 — 34) gefundenen Resultate, so zeigt 
sich, dafs sie eine Reihe zusammengehöriger Aufgaben lösen. Hiemit ist jedoch 
die Reihe derselben bei weitem noch nicht geschlossen; sie lafst sldi noch um 
andere vermehren, die wir nicht weiter verfolgen, weil wir es schon in einer 
besondern Schrift: ^Die Reihenfolge der Elemente bei den Versetzungen mit 
und ohne Wiederholungen ans einer oder mehreren Elementenreiheo, und ihre 
Anwendung auf Wahrscheinlichkeits-Rechnung" gethan haben. Besondere Falle 
dieser Aufgaben (§. 26. 29. 30. etc.) wurden von N. Bernoulti, Mohren 
Laplace, Tremhley und von Hehreren in den Annalen von €h^g€nn€ he« 
handelt; wie wir es am gehörigen Orte angemerkt haben. 

(Die Fortsetzung folgt) 
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Algebraische Aoflösong derjenigen Gleichangen 9ten 
Grades 9 deren Wurzeln die Eigenschaft haben ^ dafs 
eine gegebene rationale und symmetrische Function 
*(^25 ^^) je zweier Wurzeln ^x, ^^ eine dritte Wurzel x^ 
giebt^ so dafs gleichzeitig: 

ar, = 0(xx, x^)^ xx = 0(x^, a?,), x^ = e(x^, Xx). 
(Von Herrn Dr. Otto Hesse , Frofessor extraord. an der Universität zu Königsberg.) 



i£hi d«i fügebraisbb auflösbaren Gtoichuogea gehört nach ÄbeCs Aasspracb 
(S. dieses Journal Bd. 5. 6. 343) auch jede irreductible Gleichung, von wel- 
cher drei Wurzeln in einer solchen Verbindung stehen, dafs jede derselben eine 
gegebene rationale Function der beiden andern ist; unter der Vorausaetzung, 
dafs die Zahl, welche den Grad der Gleichung angiebt, eine Primisahl sei. An 
diesen noch nicht bewiesenen Salz will ich einige Bemerkungen anschliefsen, 
indem ich die Bestimmung aufhebe, dafs die Zahl, welche den Grad der Gleichung 
aiigiebt^ eine Primzahl sein mOsse. 

' Es seien 

I. X{x) = ; . 

#fiie gegebene irreductible Gleicbung und :t^i, dr^, x^ drei Wurzdn derselben,- 

welche miit einander ^ö yeri>unden sind, dafs 

V.V. ■ i^ IL • a?5 =3 0{Wi^Xi) 

ist, wo Oixi^x^y eine gegebene ratioMle FüncKon dei^ beiden Wurzeln Xi 
tBA X2 bMeicbnet. Alsdann hat man 

ni: X(«(ä?i^ ar,)) « 0, J:(^,)=0, XiXi) = 0. ' 
~<'i')' »'BetraehtM wfv'nnn die beideDi^fsten GlM^ehüngeir (ID.) und ^hk ttmtff 
jr^ als die ifiiibekannte^ so kaiini eretMBv der Patt einireten*, dafs den beiMt 
GieichungM nttr^^tereb die ^aige Wvrfeel w^ der- Gleielhing^ (I.) sn gleidher 
Zeit genOgt wird, oder, zweitena, können mehrere Wurzeln, fAr Xa gesetzt, den 
beiden Gleichungen ziiTgIeiäi6r ZmtvgOBfl^en; oder mit andern Worten: unter 
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den Werlhen, die der Ausdruck ^(ari^ars) annimmt, indem man für X2 nach 
einander alle Wurzeln der Gleichung (I.) setzt, kommen, erstlich, nur eine ein- 
zige Wurzel der Gleichung (I.), oder, zweitens, mehrere Wurzeln vor. 

Im ersten Falle gehört, wie ich nachweisen werde, die Gleichung (I.) 
ai dier Clasee von Gleicfaungea, vob welchea eine Wirael eine gegekempnAo^ 
nale Function einer andern ist^ welche Gleichungen Abel in dem 4tea Bande 
dieses Journals S. 131 untersucht hat. 

Es seien 

IV. ^(x) = Oy X{x) = 

die beiden ersten Gfeielmgen (IIIJ), nacbdem man ii denselben x statt X2 
gesetzt und sie nach Potenzen dieser Yarlabeln geordnet hat Diese Gleichun- 
gen seien respective vom mlen und vom nten Grade. Die Coöfficienten der 
verschiedenen Potenzen von x in der ersten Gleichung werden bekannte ra- 
tionale Functionen der Wurzel Xi sein* Bezeichnen wir nnn durch F^x) eine 
beliebige ganze Function von x vom (m-f m — 2)ten Grade, welche für X2 nicht 
twschwindet, so kam man immer folgende identische GMeichniigen aufetelletf: 

AoF(x)^B^(p(x)^CoJS:(x) = 1, 
\A,F(x)'j-B,(p(x)'^C,X(x) = X, 
V- {a2F(x)-\'B2(p{x)'\'C2X^x) = x\ 



in welchen die verschiedenen Gröfsen A, B, C ganze, zu bestimmende FanctiflH 
nen, respective vom 0, (n— 2), (w— 2)ten Grade der Yariabeln x und nationale 
Functionen der Gröfse a^i sind, welche in den Goefficienten der Function (p(x) 
rational vorkommt. Denn setzt man, nachdem man eine 4er aii%e8teUtti^ 
Gleichungen nach Potenzen von x geordnet hat,; die CoSf&Gianten glfiiebeB'Pe«' 
tenzen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens einender gleich, so erhält man 
m-f üb^l HneiRe Glei^hungea in RAekaicht auf die zu^ bestimmenden Coöifi^ 
cienten inA, B, C, deren Zahl auch gleidbi der dec Gleichniigiae« iati Ldaeft 
man diese linearen Gltichuigen auf, ao erhfilt man diei Werthe den Coöfficienten 
iß^Ai tti,.C Biß ntionale. Fonctieiiett ven.a:;i. undt kann, die geauehtee f onctio- 
«eA, <4^ i%i C7 selbßL leil Hülfe deMelbeai wsamoienaetzeni. Hivadiwni wht die 
(Ai4?^ Gleicfinng, dwok die n&cdisl vwrhergebeede^aoi eitbalt» warr ; 1 i; 



■'» ••-. : u- / (i'i 



1^ AiPi^i^y^ m^a,) +CiX-(s) 




JSetaen vdr «ofHi^dcQi Seiten dieierGleiiteiig o^^ittatt ^r^ 8o wird, da 9(0^1) =0 
uiid X(4f,)«Vi8t: 

VI. ar, r- ^* 



Der Theil rechts dieser Gleiohang ist aber eine rationale Fonction der Wnrzel Xii 
mHhin haben wir einia Wnrzel ^2 der CSeichnng (I.) als rationale FuncHon 
einer andern Wnrzel x^ dargesCelh. Da k eine beliebige mter den Zahlen 
1, 2 ... . m'\'n^2 bedentat, so ist noch zn bemerJken, dafa wir m-f^— 2 ver- 
j^ibi^eni» mSonal^ Fanctionen der Wurzel a:| gefundm haben, welche gleich 
dqr Wnrj(el «k sind. 

Die Untersuchung dea zweiten Falles, wenn unter dra Werüien, . die der 
Ausdruck ^(^Ti, ^Ci) annimmt, indem man fflr x^ nach einander alle Wurzeln (1.) 
mit Auwchlufs von x^ setzt, mehrere Wurzeln dieser Gkichnng vorkommen 
(wenn nemlicb 0(x, x^) eine Wurzel der Gleichung (I.) ist, so hat man eine 
gageba^e if^tiowle Function einer Waxzel, welche gleidi einer andern Wuratl 
derMJUwn Gleichung ist}, scheint ungleich schwieriger zu sein« Ich werde midi 
vorläufig damit begnügen, als Beispiel zu diesem Falle die algebraische Auf«- 
lösung einer Gleichung voj|i 9ten Grade durchzufahren, auf welche die Unter- 
wqhuQg der Wendepuncte einer Curve vom dritten Grade führt. 

§. t. 

Es sei 

1. X(X) t=r 

^e- gegebene Gleichung vom 9ten Grade, deren Wurzeln die BigenschafI MnM, 
dafs eine gegebene rationale und symmelrise^ Fton<iiM^(xr2^ a^^> je vwefer 
Wnm^ «2, x^ eine dritte Wnrzel x^ giebt, in der Art, dafe ^ehzeitig 
2. x^=^e(xx,x^), JPi«tf<a?;,a?J^ x^^H^^.Xx) ist. 

Diie 9 Wurteltt Xi^ jTj, .... Xg der gegebenen GHeiobmig (1.) biMm, 
wenn man Je drei derstUbe» snaamnenstelk, 84 CemUnationeii, von weMien 
tfe einett eornfp^htt^ WnUMln enthaüe», das Mkl soldiev die in der AnMb 
die GMehongen (Sl) Mgedeitteten y#rbtedmig stehen, ^ie andern A^t^nkM 
eoi^to^M^ Wurzeln oder aialehe, welele niidit anfüe" geMmote Weise mit 
eimderr vetlKBkde4 eibdv We aählider eiMM Art eottUntfenesüatri^ M, 
dil»^4tr leinten'Arb'7t«- ■' «'.•'•; ■ -i;^' 

Ita Aeeea^nthMiwelM« Md dto>lt0o«U 
bemerken wir, dafe sieb sftmmtllehe Wurzeln der Gleichung (li> dardi ifgend 
drei nicht eont^ig^tfrrWvzeln tBf^i/mtk §miifktLck^^ltißßtm Oßma angenommen, 
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m seien j?i, ^t«, x^ drei nioht eoi^iigirte Wwzelbk^ so ngMwtt 0{x^^x»t)^ 
0(xi^Xt)^ 0{xi^x^ drei neue, ebenfalls nicht conjngirte Wnrseln sein, welche 
wir durch 

3. X2 = ö(j?4, x^)^ a?5 = 0(Xi^X'i)^ Xs = 0(^1^ ^4) 
bezeichnen wollen. Wfiren diese nenen Wnrseln coi^ugirte, so hatte man fd* 
gende 4 Combinationen conjugirter Wnrzeln: 

OTj, J?4, J?7; a?5, 4?i, a?7; d?8, j?i, d?«; dPa^ ^61 äjib.. 
Die zu 0^7 und x^ conjugirte Wurzel kann nur eine von den drei letzten Wur- 
zeln x^^ Xq^ Xg sein, weil ebensowohl X7 als x^ mit jeder der flbrigen Wurzeln 
schon combinirt ist Die zu x-j und x^ conjug^rte Wurzel sei nun Xg^ also 
^79 ^8 9 ^9 eine neue Combination conjugirter Wurzeln. Ebenso kkuin die zu 
x^ und x^ conjngirte Wurzel nur x^ sein. Mithin ist Xs^ x^^ x^ wieder eine 
Combination conjugirter Wurzeln. Endlich kann die zu x^ und x^ conjngirte 
Wurzel nur x^ sein. Man hat also die Combination x-j^x^^ x^ conjugirter Wnnieli. 
Diese und die vorhergehende Combination können aber nicht neben einander 
bestehen, weil nicht gleichzeitig 

a?7 = ö(a?j, x^ und x^ = 0{xi^x^ 
sein kann. Die Annahme dafs x^^ x^^ x^ conjugirte Wurzeln seien, was 
auf die aufgestellten widersprechende Gleichungen fährt, ist also nnstatthtit 
Im Allgemeinen geben die Ausdrücke O(xi^x^)^ 6{x^^x^^ O^x^^Wj) ent- 
weder die Wurzeln x„^ xi^ x^^ oder neue, von diesen verschiedene, nicht 
cfonjugirte Wurzdn^ je nachdem x^^Xi^ d?^. conjugirte oder nicht. ;eon|ngirte 
Wurzeln der Gleichung (1.) sind, i . i{^. .\v^^ 

Demnach si^d'auch A\eMs^ifi<k!dß(XtyX^y ${x^^x^y Q{X29ß^/V9ß 
^27 ^6 7 ^8 verschiedene und nicht conjugirte Wurzeln« Sie können/^er andi 
nicht die Wurzeln a?i, 4^49 ^7 sein, von welchen wir attagingen. Pdnn wäre 
if^B. Xi=:6(XiiXi)^ so waren 4^1, x^^ ^i^g conjngirte Wurzeln. E9ft9Ui4f|lNP 
fmdl (30 sehen x^^x^^^ ots conjugirte Wurzeln.. Mithtn bttte man ^«"F^iiAC^t^^ 
viind zugleich du=^:!0(^i,^8)« Eben so wenig: kann ^4^=^H^w<f^^^^ 
•iPy=tf{aP5, x^ ^ein; denn aus diesen Annahmen wflrde man die Folgerawg linlwip 
lsiinwn^4$bxs'=^$Qv^yXs) sei, wfthrend die GleichnngelL(3.) x^^^^if^yßi^lgßr 
ben, oder dafs Xgz=0(x^^ Xj) sei, wfihrend man aus (3.) a?i^==^.0'(xr<^'4^)-r6tihAHli 
.f^ fDie:QbigeiiAwdrfldke geben aldo die drei ^letzten Wurzeln «^ ^«, x^ 
!in:-der lAr^'dafe; : . '■* a'. > : / ■•■ . i-^ .-.;// i:'..-i-M. -•.* 
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^19 ^49 ^7 2Mrtcldioi^iht; Wettil^'Ü^^ 
gebene' Weise nette Wufzelii Üttdel. Man erbftlt ir&mficb': 

Denn vertanseht man ^e WnfzMn :r4 und Wy mit einander, Ififst iBd>er die Wur- 
sel Wi nngeande4^t)Si^'4a^nan nach (8;) die Wurzeln' ^'or^-^^^^ 
m TertauschiNitilld o^ nngöAndert zn tasten, '^d nach' '(4V> Xq nM ar^cu vüN^- 
tauschen und ^3 ungetadert zü^lassön. Da nun x^ und Xg wS/t einander ver- 
tauscht werden können, ohne dafs sich ^r^ und d^s flndemf, so'mufs ^(Xt^Xg) 
gerade gleil^ä^i und kicht gleich x^ oder ^7 "sein, etc. 

Die 12 Combinationen der C0Djü|^rtenWundn der01eichung(^l.) %ann 
man nun in folgende 4 Gruppen Terthrilen^ deren jede sAmmtlicbe ^Wurzeln 
enthalt: i 

Xi «Bj X^ • . • • X^^ X^ X^ • • ' • • • X-j Xg Xg 

j XzX^X^ . . . : X^XjiXs ... XiX^Xg 

X^X-jXi • .... X^XgX^t ..-.•. X^XgX^ 

XßXiX^ » . • XgXfX^ • . • XjX^X^. 

^ Die d letzteA Combinafidiien ergeben sich aus den Gleichungen (3. 4. 5.). 
Zu de« 8 erstbn g^labgt man -durch folgende Betrachttmg: Je zwei Wuriiefea 
der*«0folditilig (1.) hd^n eine ihnen zugehöirige eoiijugirte dritfe.' In den 
^letzten önl^fiiplM ist die Wurzel ir^ cömbinirt mit jeder andern 'Wurzel; mit 
Autaahnie "Vimxi und 0^3. Deshalb kann die Ieu x^ und ar, conftigirteWmrzel 
nur X3 sein. Eben so ist ito d4ii 8 letzten Gruppen die Wurzel^ ar^n^t jedinr 
andiNH eombin^t, Itiit Ausnabme von 0^5 tihd ore, und die^Wtii'zel Xy ist mit 
Jeder anilem 'libmbMrt ^ Mt Ausnahme Von ' x^ und Sg . ^Es mflssen daher 
«k», lirj, Äffi ™d ebeuM ^7,. «bS ^9» conjuglrte Wurzeln siinl * • "' *'• • • ' 
- ^ fea ist ffth^ic^ folgende Beträähfung töttWibhiigkistti^b bekörkt^il, dttft 
Ae tMge^ebMfe ^ertlieilui^ ^d^r 12 CombinaKlcWi^- iieir bonjugirte^ 
Mfohe Gi«ppeflv Welche «uglJ^bb'All^ Wurzeln ^tlllialten', die eUizig tnffgliöHe ttt*J 
yiMi^chefl drei tiidtt cöfa9«^A Wurz«Iii '^ Gteichitag (1.>'W^ 
ilMg^6nt >deii ift^ (mpptui Qiiy 

noit: i'^tte Vtl''Ck>mbhiationett def nicht coi^ugirten'* Vhir^eU'Weibi» ttHlf) 
Wektl nWMiTotf' sMtttUfIkiiif (SdÜbitMötten^ ^''ff^ifmüümit'Ak^^ 
dlb> tSi^^äi^him'eM arbOüiV^Hm 'WtkiM i^gläfiri '"> ^ 

Unsere Gleichung (1.) toä 9len Grade hat die Eigenschaft, dafe'^tlMk 
aUe Wurzeln derüelbeir'^rch drei riüit tdiiJugirteWuriUtfaftsdracken lassen. 



^ 499T^; fe«(t mm «a W^irl^M^ Yffi (^3 4n (4«} n«! «M 4ie gleidiaii- 

xt = ari; a?a ^ (?(»44 «ft)i *».»^.ftW(«t»^t)^ *(#?!► ff.)); 
a?4 != ?|i} «6 = ö(tC7» «0? ^<i = ^(?(^n, *i), ^(a?4, a?7)); 

Setfft map jEür di|? W^rffelff ar^, a, ^ ir«wd ||r^. a)i4ff§ #y, o;^, 4^ 
jq^t ^pjofirtp WiF!T#) ^. Wird jo^e WiVIKA la ^i|ie .MhIw« 9b0r0(|h«ll- 
If^lm^ wip.aB, <|afs d^ch 4l0«e A°deffimg dl« WWMbi 4ri, r«» «st ^«t «•) 

so steOen sich sfimmtlich^ \y^ri!eln «^ 61eic]mpg (}.);«l}.FiBi|«$^Äm doKiditi 
niodt conjagirlep Win^elp #,cf^,.ff^, dw, ?ri^ folgti 

and die erste GrappQ (6.) geht fiher in: * 

8. XgXiXft .... XgtXiiX^ .... Xg^xiuXfiu^ 
welches wir als einen allgemeinep Aosdruck für die 4 Grappen (6.) betrachten 
Tf^m»^^ flePP «t «?H ¥»4W» W *«f>4i« fle^^^wllR^W(4P?! 4n* OPWWnationen 
JtHMPia |lü48ti<iht nelu^m, i^ die fjivw. o^eF 4ict wdftr«^r:4 (ifra|rpfl«:>(9i) 
^r, je nacl^4^m mi^p yi (7.) st^tt «?„ aj^, *?^ 4I4SQ a4w jfta«» niiAl owNÜfle 
■lJV:arf^ «,(}tztr Wenn ipan ({^n^afil^ ift^t or.df^flR^^ n««* itpw^ #> 72 ClffB^ 
])initiqneA ^ lischt fonjugirt^Q Wur^ «ebrt« bo wird 4ep a|j|04m«iM) iAWr 
I^iIHjIc (8.) ISma), in ifid^^ <}f)r ^QrWfiW» ((iJ|'lH#rg«h«|. 

Es ^efbk noch ^rig, i^ejenigep po^iMi^Qpen: ^r «MA «inJfgiMMi 
MflWselP «fizpg^en, w<^«^ für ^p,«;,,«^ ^^ s#Ke^ «Mi dpanH d«p 4llttr 
meine Ausdruck (8.) ii^ ei^e nnd dieselbe Gruppe, (Q,)i ■9fl| 9eii^el in .^ 
«Kflte J)be];ge|H). Pi^iie Ooipl^fmonea «rbi^ «laq, w^m Wm ««l i«4e mög- 

Hiß^ ^rt um jfflw Coval\}müfm., der. ersten CH;«^ (m^,Wiwn4.bei«vbiht 
mnjf ..(|i^ dr«^,Wprjfel9 n^ einef nei^ii (?<^mbl|utiQ!| «iM««n|«iimilltti «»hfli 
JIR »<»»?»!:>/»*» ^<»ft 4m> 51 CwM>iW«W*9« «pi^WT*« :Ww^ 4« 4«i «¥- 
def<p ^WBRW) WfMw .airf, 4i^^ yi(piffß w» «B^ilelw»» HWüelMie» wmi m 
"Rm WW ifl>»ft »^S^ ^ TT=^ ^* *hi^ ^i «^ ^;«., :,W)bI*h drei nicht 

Combinatii^,:<}i^f,if;^timie fWWfflW)) Jfl 84l^,:4M.|«Jlllg9ii^9l»9 4^^^ (^ 
I^H^Mft .ni:i,'<--.Toi: ..; ;,.. ■: (.,..■ ■.., .^■.., ■ .'■. ■"> i-.-j 

;!.*-f!l ii'./i-..Jn'i>ffil^<i&|.^v«.,v;iijj»*»^J«|aRlf ;»-^ V r,!«!Pl^*»i?;w.i i.'l'.xi«// '.»11« 



oMlinkitf ifbefi«i^;|M(liBl«ttft «d^Ä<F.AAift»^ä^ dflfe f9i'#Mf# 

Fcfrm vaf dl« •»« OHlpiW «Mlk ftMfn^ >#4U W «Mf flU^^O«i|>p# ¥tltf -'^ 

Wir' heüMftkm ibcKy dtf^ dei' iffl||biDMM AiisftAick (8:) «M^ Grup- 
pen (6.) in '*''^ ) ii Mii. 

abergeht, wenn fflr a?;^, o^;,«, d?^. Mnjii^rtcf WwSBeU ^esetM werden; was 
12mal gesehelieB kann« 

$. Sf; 
Die JkuflOail^ d»/ GHdfelrangr (l.>'M^oü( 9(^ fff^e IlM'^t !»dr ihi^ die 
Anflösnng einer Gleichung vom 4ten und mehrerer Gleichungen vöiü 3Ye^ 6)%db 
zurflckfohran, ako durch WurEelgr&fisen' austlrffcken. Um diese Gleichungen zu 
bMefty mfkmeil' i»ir tMV des t2 CotbMttiftfelMtf (6.) der conjugirtetf Wu^stebf 
efM bfdMiige' heMnis*^ 9^. B. ^ 

«wiNihM- WAlehMl l¥«(rMld däi' Annabnie iiadli dij« «RHcAikM^' C^J mHi MUMf 
tud büdra folguiid»! ByttOletriM^ PdnetMl 4ef geiiäiiiiieii 8 Wnnela : 

»i y,,l,^= oe-^ai',. er- *i.d-^'±; 
TOM-, drfttatf GiMdis Ür tlaekätekt ätif dh» oMlMMiiMte CbnÜMibfe' (K lA^' 
rHÜBlim* jMmM, wem iam statt d^.^i^t^^ indi «fütauder Ab' Idf CöUaUMRio^' 
Ml' (ö/}* 0Mil^ dil»' jMMki CoaibimlH«il6tf tlilH(|^rediendeii llf eiidre aü, nen^di: 

!3ri,j,j • • • T*,i,i • • • y7;8,9 
y»,4,T . . • y'i;»,8 . •• . yi,6,9 
^8,7,1' • • • y\i,i • • • y*,9,i 
ya,!,« •■ • • T%i,t' ' • ' y7,»,8« 

Wif MIdeiiiflatii««'folgf«dde syttUebtsch« Fdiicfiöii Atii'l^wätxM y;,2,^t 

von drittMi 6ra4« In'ROcksidit eUf diö' ttüM^MnfinMc/'OönMiMte /9: Dieee>Fidb> 
timv mIiio»9 ihdMi nikn fflr di« Eleoittltt^ yx.Vf> f<i',>'^^ >-ii;;i;i,'^/iMSIl"eU^ 
mOik di» 4i iMheii Wei^Ut» Ct<K> s^tdv'üMbüt dM)'4 Wiirdi^' ^ '' " ' 

«H «2? «S» «4 

an. BiideB vMf cAdlieli d»» ereibhaAgr 

4ttni Gmidi», d«rMi 4rtlirceltf «» giMftnntlMI VTH^fe (»^ Pmti<Ü' s* ^i'iiM^' 



EonGÜoiifiB der. Warsdn./^er.ii^itSMB.stelieiidea 6l0id111q9e9.1a1i8.4en C^^ 
%i«al(eD, der gmebenan filei^oqg;;CA.X.wd den in ;der. Fimcüoii ^(jp«^^?^)! 
8te€^ndeii9 .(^»WfaUa 8^ • rr 

. . ; D,eim ^setfe^i.wir: m dm.; Theile recht», der QleHßliiuig (110 rfflr die 
Elemente ihre Werthe: : ^ ^ i 

und drücken mit Hülfe der Gleichungen (7«) die 9 Wurzeln x^^ ^i, x^^^ 

der ^leiphpiigiCi'i*) 4ttrch die drea-mchtconjugirten Waiiicelii dp^tr^?«^ aus, 

89; j9iha)jlra wir^ . ..^ i..;.; \ .. ; : .1 •-..1 . -.• ü* ^/ 

^enn Awck Vi^kr^n''>PpM'')M uid 8y9unetfi8che Funotioa der 

drei nicht conjugirten Wurzeln bezeichnet wird, in welche der Th^'techt8 der 
Gleichung (11.) dadurch abergeht. Erheben wir den Theil rechts dieser Glei- 
d^oBg. zu einer beliebigen ganzen, z. B. zur inten PoteoKiWld bejteiehnm..4iifdi 
JS^tp'^ix^^Xg^P^x^^) die Summe der Terme, welche aus dem einen i^iß^MH^^i^^'^^y 
hervorgehen, wenn man in demselben 8tatjt x^x^x^i neoh einander die 73 
Cpn^inationenf der, nicht conjugirten Wurzeln setzte durch ^V^i^u^Ot^n^^)^ 
die;^niiw^ der ;Terme, w.elcbe man aus dem genannten wh^l, wenn maaiiilff 
^9ff>^«r n^h ,, Ränder die 1^^ Combinationen der copjogirten Woraefai aetit;: 
endlich durch JStp'^^x^^ x^^x^i) die Summe aller Terme, welche aus dem ge- 
nannten Term hervorgehen, indem man statt ar^4^^;c^//fsämmtliche Combinatio- 
nen der 9 Wurzeln der Gleichung (1.) zur dritten Qlasse setait, so erhalt man: 

15. -r'V(^0 ^*'*^<0+.^>"(^«l ^x'9 ^n^) ^ :SxlJ^{x^yX^s^X^s). 

Der Theül rech^ta; dieser Gleichung, ist eine rationale und symmetiische Function 
sftmmtlicher Wurzeln der Gleichung (1.). Man kann ihn demnach, durch die^ 
Coftfficienten der gegebenen Gleichung (1.) ausdrQcken.. Auch die Summe 
-SS^^rC^vi^y^^^Oj^l^t si^^ als eine aymmetrische Fjimctioa alwntlicher Wna^ 
«^ der pleichung.(1.3 darstellen. Denn da o?«, a^^y^ßp^, liai. dieser vSttnme} 
conjngirte Wurz^i^l^^efte^t^ |(i;yi^hen..wel^^ die Gleiqbttiig^ (St) ^SMtt 
finden, so ist 

V/-(x«,j?^,a?^0 = V^"*(a?K,a?^,ö(a?«,a?^)3 — V^(«»i,*i»-^iÖ(abr7i«iÄ^)3.in: 
- -.L . ..F= V^(^./*,:a?,>«(^«^,a?«)). 

V^(A^9^vi(ff;\i4^\ 4i^, ^nmVi i^^rr^ Teimei welche :«ns..id<Mii;toineii 
¥!''(ffMi^f^f>fil^^%iF'^^^^ eiWiijnrPWMöaMte Fnidm». der iMÄdtel^j WmniI 



zeln x^^ x^, is^.eDtsleheo, indem vdr Ar x^y x^ nach einander die Combi* 
nationen der 9:Wiirsehi der Gleiotiiukg (1.) mv M«itm Clame setsei, daroh 
JF^'"(a?^,a?»., ö(a?^,a?,,)), so habea wir ». 

16. 2'ip^{x,, x^, x^^) t= \S^^(x,, x^, «tw,, x,.)y. 
Der erste Theil dieser Gleichung ist aber eine rationate symmetrische Fonctfo^ 
sfimmtlicher Wurzeln der Gleichung (1.}. Ziöben wir die Gleichung (19.)' von 
(15.) ab, so erhalten wir: 

17. S"f^{x^,x,.,T,.) = 2xp'^(^Jr^,x,s,x^.)-\2ip-(x^,x^, Ö(ar,,x^O). 
Die Summe S^^^'^^x^^x^^x^*) stellt sich auf diese Weise als die Differenz 
zweier rationaler und symmetrischer Functionen 46r Wurzeln der Gleichung (1.) 
dar. Brwfigt ,iQaii nun, dafs für die 72 Combinationen der nicht conjugirten 
Wurzeln die Function «'" = \fj"^{x^^ ar,,, ar,.,) nur die 4 Werthe aj", z^'i 
z^^ z7 annimmt, und zwar jeden Werth ISmal, so läfst sich folgende Gleichuhj^ 
attfsteUeii! 

la zT'\-z?-\-zT-\^z: = ^v:s:>-(ar,, X,., x^.). ; . .:.. 

Den Theil rechts dieser Gleichung haben wir aber in (17.) als eine 
ratioi^ale und symmetrische Function der 9 Wurzeln d^r Gleichung (1.) dar* 
gci^toUi;, wir, können ihn also durch die CoöJfficienten in der Gleichung (1.) unä 
d&rcib brannte Gröfsen ausdrficken. Setzt man statt m in (18^) nach ieinandeir 

die Zahle« .1, 2, 3, 4^ ^ so erhalt man die Potenisijimmen der Wurzeln 

der Gleichung (12.). Da sich durch diese aber die CoSf&cienten Ä der Glei;- 
chung (12.) rational ausdrücken lassen, so kann man auch die Coefficienten 
in der Gleichung (12.) durch die Cö£fficienten iil der>Gl^chung (f.) und durch 
bekannte Gröfsen ausdrücken. : ^ ; 

Die Wurzeln der gegebenen Gleichung (1.) bestimmen wir nun auf 
folgende Art. Wir suchen eine beliebige Wurzel der Gleichung (12.). Diese 
wird, wie aus dem Vorhergehenden erhellet, eine ganze Function In Rückalpht 
auf die Constante ß sein. Setzen wir diese Wurzel gleich 0, so erhalten 
Wir ew9|k.&leicbung 3ten Grades/ in Hticksic^l i^)^^ Die drei WurzefTn dieser 
Gfeichmigdten Grades sind drei in einer Horfaöntahmi^e sfehenik» Werthe (10.> 
Setzeja wir eine dieser Wurzeln gleich Ö,' 90 'eirj^älte^ 6]|e{c||Ewg 

3ten Grades in Rücksicht auf die Cdniitaatd o. DW'^drei Wurseln «x dieMP 
Gleichung iiyerden danp, drei Göq|u^Me' WufMn (10 sein« 

•"■ ' Um alle conJugtrtJDD W«^iEelni^er>GMeichäng (1^ tt 
sfimmtlichen Wurzeln de)f*<^I^{(^ 

CreUe*s Joarnal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 3. 27 



202 9. Hesse, Amflöeyng von aigehraUehen GlekkungeH vom Oten Grade. 

9. 3. 

Das Problem der Weniiepuncte einer Carve driller Ordnung^ welches 
darin besteht, diejenigen Werthe der Variabein zu bestimmen, welche zweien 
gegebenen, von einander abhängigen Gleichungen dritten Grades mit zwei 
Variabein zu gleicher Zeit genflgen, fahrt, wenn man eine Variable eliminirt, 
auf eine Gleichung 9ten Grades mit einer Unbekannten, deren Wurzeln die- 
selbe Eigenschaft haben, welche ich zwischen den Wurzeln der im Vorher- 
gehenden behandelten Gleichung (1.) annahm *). Dieses werde ich im Folgen- 
den nachweisen, indem ich mit der Ableitung der Gleichungen den Anfang 
mache, welche die WendepnAote einer Curve nter Ordnung bestimmevt. 

Wenn U eine beliebige gtfüze homogene Function zweier Variabein 
X, y Yom nfen Grade bedeutet , so ist 17 = eine beliebige Gleichung 

Uten Grades in Rflcksicht auf die Unbekannte — . Als Bedingung, dafs diese 

Gleichung drei gleiche Wurzeln habe, pflegt man die drei Gleichungen an- 
zugeben : 

welche ffir die gleiche Wurzel sogleich erfüllt werden mflssen. Diese Gleichnngeii 
sind respective vom n, n—i nnd (n— 2)ten Grade. Man kann jedoch an ihrer 
Stelle drei Gleichungen vom (n — 2)ten Grade snbstituiren, welche ganz Dasselbe 
leisten. Denn erwfigt man, dafs die angegebenen Gleichnngien sich auch so 
darstellen lassen: 



du i i d*u 1 d*U) rt 






^ . *) Aus einem vom Januar 1844 aus Rom datirten Schreiben des Henm Professor 
Jbcobi, dem ich die ersten Resultate meiner Untersuchung fiber die WendepuacHe mit- 
gelheilt halte/ hebe loh folgende Stelle heraus. „Sie werden wahrscheinlich auch das 
^aUgemein^e Problem lösen können: eine Gleichung 9ten Grades aufzulösen, wenn eine 
;^MeBene rationale ^detrische Function F(s,a^ je zweier Wurzeln x,s' immer wie^ 
jyief eine dritte Worzd i|iebl^ in der Art» daiii wenn P{x,af)^ji^\ auch F(j^,^)^s, 
jjF{a:"j x)^^ ist. Denn dieses ist hier bei den Gleichungen der Wendepuncte der Gunren 
,,dritt«rr 'Ordodng der Fall. Es wflrde sich so dne^ heue Classe von auflösbaren alge- 
,itaraisden.GIeiimnDgefl etölkien, welche von denen, aärdle jfMdie Gnu/'^sche Methode 
,,apsged^nt hat, totül verschieden sind," Auf diese Andeutang hin habe ich (die vor- 
lie^eilde Uhtersui^ung der GIdchung 9ten Oradles tintemommen. 



so fofgl aus dert^Weiten, mit BertckMchd^ngr dtar lelsfm, -^^^O^'^liM 



MLi:' '-w'iJÄ^ ^ -:*fr- -^fto*/»' 



Beröcksichtigung dieser und der leUileii, aus der ersten, 3-^^= ^* ^^^^ ^^^ 

wähnten Bedingungsgleichungen vom (n— 2}fen Grade för die Gleichheit dreier 
Wurzeln der Gleicbwig {7=0 sind denaacit: 

^-0 -i^-0 ^-0 

AUgemeia, wenn die Gleichung 17 == m gleiche Wuneeln hat, werden durch 
die gleiche Wurzel folgende m Gleichungen vom {fi — m-\-i)len Grade erfüllt: 



Es sei nun u eine beliebige ganze homogene Function vom nten Grade 

der drei Yariabeln x, y, z. Wenn man durch — und — die rechtwinkligen 

oder schiefwinkligen Coordinaten eines variablen Puncts bezeichnet, so ist 
ff = die Gleichung einer beliebigen Curve nten Grades. Eine beliebige ge- 
rade Linie, deren Gleichung 

z = ax-^-by 

ist, Üehneitfet die Curve u bekanntlich in n Puncten. Setzt man den Werfh von z 
aus det*" Gleichung der geraden Linie in n, wodurch diese Function in eine homtf«^ 
gene Function U von demselben Grade der Variabeki x, y flbergeht, so werdeii 

die n Wurzeln der Gleichung 17 ==0, in welcher man — als die Unbekannte 
betrachtet, die Verhältnisse der Coordinaten — :— der Schnittpuncte der Curve 

« mit der geraden Linie sein. Die Gleichung der geraden Lilie hat aber 
2 Constanten a, b, welche mit in die Gleidrong UosnO eiBgeben« Man kan» 
nun die eine von diesen Constantei als Fnnctioii der andern so bestimMteii, 
dafe 9 Wiiraehi der Gleichung J7>=0 glekh werden. In diesem Fall wird 
die gerade Linie emö; Tangente der Cqrve. TMUi«aQ.aber den beiden Goii^ 
stauten solche Wqrt^e z^ dafs 3 WorzelA dier 17=^0, gleick werde»» 90 ivM 
die gerade Linie eine Wendetangente ^ und fOr den Wendepunct, in welchen 
die Wendetangente die Curve ^fihrt, hat man die vorhjn aufgestellten 6!efr- 



chungen: . .^^ 



■<*•■ 






3M 9. Be»9e, ÄufUiung von 0lg0iraUeken Glekkungen vmm Mm ^raie. 

Da aber ü=h, yfem z^=^ax.-\^by4 so lassen sich die drei Gleichangen. 
wenn man der Kflrze wegen 

setzt, auch so darstellen: 

Eiiminirt man aus diesen Gleichungen a und hj so erhält man die Gleichung 
einer Curve, welche die gegebene Gurve u in den Wendeponcten achneidet. 
Um diese Elimination auszufahren, bestimmen wir den Werth von a aus der 
zweiten Gleichung 

^ ^ tlj,2 + ^^<l,3 

W2,3 + AW3,3 

und setzen diesen Werth in die erste Gleichung. Dadurch erhalten wir 

ttl,l(tt2,3 + *t/3,3)'-2tli,3(lll,2 +*«'l,3)(«'2,3+*«'3,3) + «^J3(ttl,2 + ft««M)' = 0^ 

oder, nach Potenzen von b geordnet: 

ttl.l«ii3 — 2tf,,2W,,3ll^3 + l/3,3fli24-(Wl,l«3,3 — <3)(2*t^^^^ 0, , 

Ziehen wir diese Gleichung von der dritten mit dem Factor (ift,«i^s*^,^»^ 
flMiUiplicirten Gleichung ab und setzen. der Kflrze wegen 

«^ = Wi,itf2.2W3,3 + 2tl^atl,,3W2,3— «1.1^3 — W2,2<3 — W3,3^^ 

80 ist das Resultat der Elimination: 

• t; =- 0; ............. 

welches die Gleichung der gestiebten Curye ist, die die gegebene Cnrve ff=:0 
ift.den Wendeponcten schneidet.. .Da v vom Grade 3(ii— 2) ist, «o A^Mif 
Cmve nter Ordnung im AUgemeinen 3ia(ii--2) Weniepuncte.,^ 

Wii* wei^äeB^im Folgenden nur Cürven 3ter Ordnung betraobten. Setae* 
wir demnaoh H^^S, so werden die 9 Wendepuncte einer CnrTe ii=tti6 drittar 
Ordnung die 9 Sc^ttpuitcte der beiden Gurven dritter Ordnnog '' 

■•'• ' i ' ■ -.^'^ ii't=0 • und r = • i- 

sein, deren Coordinaten wir durch ^•=^, ^.-^, •..• ^.^ beie)<^eii 

wollen. Wie diese beiden Gleichungen auf symmetrische Weise algelnridfek 
aufgelöset werden können, habe ich in der AUundlung ^^Über die Elimination der 



Vartakehi 800 %l iilg^tatrf 6ieicta|««v>8^ miC 2 YMOlklk^l 

(CrelU^ Journal BdL 38. 6. 68 etc^> auieoiMNlergeMtst. EttmiBirl mr «bor 
ans den beiden GUichi^igep fiw^ Vnfialrie y, sq erhilt man eine Gleicbiiiig. 

vem 9ten Grade in JRtdK8ic^t auf —4 vW) welcher ich mit Hfllfe des Satzes: 
da fs jede gerade JJnie^ welche eine Curve dritter Ordnung m zwei Wende- 
puncten eekfteidet^ aueh durcA einen dritten fVendepund dereetkHi Curve 
UndurcAffeht, den Poncelet in dem Sten Bande des Oe//eschen Journals S. 130 

beweiset, nachweisen werde, dafs ihre Wurzeln ^, ^, .... ^ die Eigen- 
sdiafk der Wuradn der GIdchung (1.) haben. 

Zu diesem Ende bezeichne man die Coordinaten eines beliebigen Puncts 
derjenigen geraden Lifiie, welche zwei Wendepuncte verbindet, z. B. die beiden 

ersten, deren Coordinaten ^.^, £i.Zi gjnd, mit— .^. Alsdann hat «inan 
zur Bestimmung der letzteren die Gleichungen! 

Denn, theilt mqn 401^ GrOfse X nach einander alle möglichen Werthe zu, w>; 

gellen diese Gleichungen die Coordinatefa — , ^ aller möglichen Puncto auf der' 

z z . ' . ■> 

g^üien Linie, Von der Art, dafs jedem Wertlie von l die Coordinaten eiifetf 

bestimmten Functs der geraden Linie entsprechen. Die gerade Linie schneidet 

aber, wie der obige Satz lehrt, die Curve u in einem dritten Wendepuncte. 

Den diesem Pufide entsprechenden Werth von l erhält man, wenn man die 

Werthe von x, y, z aus den obigen drei Gleichungen in die Gleichung ti = 

aotzt und diese Gleichung nach l auflöset. Durch die angegebene Substitution 

geht aber die GMchung ti = 0, wenn man nach Potenzen von it. ordnet, in ^ 

+ !»(«), = 
Ober, wo die Indices 1, 2 andeuten , daf^ in den Ausdrücken, anter welchen sie 
stehen, Xi^ yi, Zi oder ar,, y^^ «, statt x, y, z zu setzen sind. Lfilst man 
in dieser Gleidinng die verschwindenden Glieder {u\ and il'(tf)2 weg, dividirt 
durch X und löset die Gleichung anf, so erhält man den gesuchten Werth: 



Hl. .► 



Vi 



w«loiwr iem dritten Wendepunote mtaprloht. Wenn nau di« ,Qoordinateii die^ 
sei Purts darcb — , «^ besäduietf 90 erhält man ans den obigfen drei 
Gleichungen dnrch Substitution des Werths Von l und der diesem Werth6 
entsprechenden Coordinaten des 3ten Wendepuncts: 

^ '■ h©.+r.^).+«.(g).i -»■h@.+y.f ).+^.©.} 

Diese Gleichungen bleiben ungeändert, wenn man x^^ y^ und Zi mit 0^2, ^'2 
und Z2 verlauscht. Sie ändern sich zwar, wenn man Xi^ yi und Zi mit x^^ 
y*) und Zj oder ^r,, ^2 und Z2 mit or,, y, und z^ vertauscht, bleiben aber 
doch richtige Gleichungen. Denn wenn man anstatt von dem ersten und swei- 
ten, von dem zweiten und dritten oder von dem ersten und dritten Wende- 
pwncte ausgegangen wäre, so wflrde man, da die drei Wendepuncte auf einer 
und derselben geraden Linie liegen, auf gleiche Weise au den durch die an^ 
gegebene Yertauschung geänderten Gleichungen gekommen sein. Bezeijohnen 
wir nun den Tbeil rechts der ersten Gleichung (welcher sich, wenn man durch 
zji.zi Zähler und Nenner dividirt, als eine rationale Function der Coordina- 
ten — , — ; ~, ^ der beiden ersten Wendepuncte darstellt, die, wie be- 
Zi Zi z^ z^ 

merkt, ungeändert bleibt, wenn man — ^ , ^ mit ^ , ^ vertauscht) der Kflrze 
weg^ durch /*(— , ^\ —^ —\ so hat man, mit ROcksioht auf die obigen 

N^j 2| 2, z^^ 

Bemerkungen folgende drei Relationen: 

Xu f( £j. 21l ^ Zjl\ 

^ = f(£i Zl £1 Z±) 

Den Theilen rechts dieser Gleidiungen kann man noch eine andere Gestalt 
geben, indem man mit Hfllfe der Gleichungen « = 0, rs=0, weldie ffir die 
Wendepuncte zugleich erfüllt werden,^ Ütt Gcdbeii ^9^9^ eliminirt. Die 



komogeiieii P«fii|floiieii' ti imd tP vcm ^MM£!«8k<^ wenn man 'ite Ami 

«^ dfyidiH,' in FanctfoneB dar GröDsen i^, *^ von ^tm^tlben Gfad# •bevi« 'Slftdl 
man sich letztere nach Poteinen von -^ g;ettrdnet Tbr Änd bezeichnet durdi J^^} 
eine beliebige ganze Iranrtion 4ter Ördnöng yim -^, welclie weder für -^s::^^ . 
noch für ^ = ^, noch für •^ = ^ verschwindet, so Itann man, wie an 

Z Z^ Z Z^ ' "^ ' 

Anfange unserer Untersuchung, folgende identische Gleichungen aufstellen: 

4,jr(X)+B„.i+c..i = l, 



ift wdchen die zu bestimmenden Groben A unabhängig von — sind| .d|h| 
GrAlisen B und C aber zu bestimmende Functionen ersten Grades in Rfldi- 
ridü auf — bedeuten. Denn setzt man, nachdem man die Gleichungen nach 

Poteniien von — entwickelt hat, die Coöfficienten gleicher Potenzen auf beiden 

z 

Seiten der Gleichungen einander gleich, so erhält man gerade so viele lineäfe 
Gleichungen, als unbekannte Gröfsen zu bestimmen sind. Bei dieser Bestim- 

srnng werden die genannten Gröfsen rationale Functionen von — . Dividirt 

man nun die (A*-f ^)^^^'^^^'^^^S^ durch die nächst vorhergehende, so erhält man 



z 



J*_.F(^) + B»_,.ii + (7»-,.ii 



Bezeichnet man den Quotienten --r^, welcher eine von -^ unabhängige ra- 
tionale Function von — ist, durch ^(— ) und setzt in die Gleichung fllr — , -^ 

Z > 2» ^ Z Z 

nach einander die Goordinaten der drei betrachteten Wendepuncte, so erhält man 



iklMNicluiet..di«Fittetion /'(4^^ »(£-'),. Si, ^(^))^ in walobe der TbeUMbhto 
der 6i«^.6l6ichu|Qg duffoii diaSubsiti^iljiau Obergeht imd wojcliß; eia^ symmetrische 
FunctioQ der beiden Elemente -^ • «^ ist, der Kürze wegen durch (— . ^\ 
SO nehmen die obigen Gleichungen die Gestalt 

an. Diese Gleichungea bevy eisen, aber, dafs, wenp — ^, — ^ zwei Wurzeln 

der Gleichung u? =0 9ten Grade» sind, welche dtti»ch; Elimination von y ans 
den beiden Gleichungen f« = und v = hervorgeht, die symmetrische 

dafs wenn -^ = öM, -^Jl, auch -i- = ÖM , -^J und -^ = ÖM , r^) ist. 
Königsberg im October 1846. 

jair.ll'i '»i-.i/ «) : '•■;.]' , '. /....'; 1- .;. .• , ;:: ..i:- . ,: Vi\\ u . . 'i ; ..*-\\*\^ 

-f!fii-'«i? ""i;' :• I .: j.* .-ji. !,;.':<•.»■ .: - ,.,»!,/ •:::■ -.-. :',: :^/-, ;'»»;; 

Vlibi/il! . - WKM Jl'jndil'iiin'! 'j..;!»;»! ■• ■ .:: -i.r.lr f .. . :;H-..'. •»ilt ;i?ir;4,7/ iiiimn 
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Die allgemeinen unendlichen Reilien in der J^ty^si» 
und ihre DargteUang in geschlosseiiea Ausdrä4jlcen. 

(Von Herrn /• OJeii^er> Lehrer der Mathematik wiA Physik an der bdhem Börgerachohl 

m Sinsheim bei HeideihergO 



Lfie Analysis soll es ihrem Wesen nach nur mit continuirlicAen Fonotionen' 
zu thun haben. Sobald abo eine von ihr behandelte Function aufhört con- 
tinuirlich zu sein, hört auch der Gebrauch dieser Function för die Analysis 
auf, und fernere, etwa gflltige Lehrsfitze niflssen auf anderiem Wege abgeleitet 
werden. Kein Lehrsatz also, der, wenn die Bedingmg weh nor stillschweigend 
gemacht wurde , die Continuität einer Function Toraossetzt, darf auf diejenigen 
Ftile ausgedehnt werden, wo die Function aufhört, continuirUch zu sein; wenig« 
stens könnte dies nur durch einen besondem, diesem Falle angepafsten B)9W^ 
geschehen. Dieses alleinige und ausschliefsllche Anwenden von continuirlichen 
Funotioiien liegt in der Natur der Mathematik Oberhaupt^ und der Analysia ins^ 
beMttlere^ Es kann dahier auch die Frage, ob divtrßenis Reihen gebraiüeht. 
werden dürfen, gar nicht gestellt werden, und wenn sie etwa aufgestellt werdna 
sollte, nur entschieden mit Nein beantwortet werden. Denn divergente Reihen 
und discontinnirliche Functionen sind gleichbedentende Ausdrücke; und so wenigr 
die Analysis berechtigt ist, ihre Lehrsfitze auch auf den Fall aoszndehHen, 
wo die Fanctionen aufhören, continuirlioh zu sein,, ebensowenig dOrfen ihre 
Lehrsätze die FfiUe umfassen, wo etwa vorkommende Reihen aufhöret^ co»« 
vergent zu sein. 

Es sind daher die Gesetze der Convergenz odöf* Divei'gen^ unenditcher 
Reihen ein einzelner Fall der Gesetze der Continiiitfit öder Discontinuitfit der 
Functionen aberbanpt, und es wttrden Jene unter diesen ^Ugem^em 6e« 
setzen mitbegriffen sein. »" ' '♦'• ' -^ 

In der vorliegenden Arbeit hat man specidl dte iii der Analyiiä gebräuch- 
lichsten, unendlichen Reihen einer Prüfung ihrer Convergenz unterworÜM, 4mA 
dann gesucht, dieselben zu suqnniren, d. h. in gedchlossenen Ausdrücken darzu- 
stellen. Ea ist diese Aufgabe.die mg^krtdle der Entwicklung der Functioneft^ 
unendliche Reihen, scheint aber klarer und strenger in sein, snmal in jedMk^attft 

Cr«Ue*t Journal f. d. M . nd. XXXIV. HM 8. 28 



310 '0« Dienger, tm m m iruHg P0n Beikem. 

die Bedingungeii) unter wdchen das Resultat gflUig oder ungiltig ist, scharf 
und bestimiDt heryortreten. Hau hat dsmi aus den erhaltenen Resultaten andere 
herzuleiten gesucht; immer die Bedingungen der Gültigkeit oder Nichtgöltigkeit 
im Alge behaltend. 

' Veli dm ris bekannt angenommMieii Satcen findet sich bekanntlich eine 
umfassende Darstellung in Cmie^'s Differentialrechnung, Vorlesung 11.; so 
wie auch in Ohms ^Geist der math. Analysis**, obwohl vielleicht manche Re- 
sultate noch einfacher herzuleiten wären. 

Es sind verwandte Arbeiten benutzt worden; deren aber nicht viele vor« 
banden sind. 

§. 1. 
Convergeaz oder Divergenz unendlicher Reihen. 

1. Eine beliebige Reihe 

ffo'\r^i'\' • • • • "F^iH" • •' • 
möge convergent genannt werden, wenn fAr immer zunehmende Wertbe von n 
die Summe 

sich bestftndig einer bestimmten, endlichen Grenze nähert: im entgegengeaetaten 
Falle soll sie divergent heifsen. Die Grenze, wenn sie besteht, nennt inan 
Grenze der Reihe. 

3. Diese Erklärung vorausgesetzt, können folgende Lehrsfilze leicht I>e- 
wiesen werden (S. die Arbdt von AM im Iten Bande, und von Dr. Kummer 
im 13ten Bande d. J.). 

I. Lehrsatz. Bezeichnet man durdi (^), Qi^ ^^ •••• eine Reihe po^ 

sitiver Gröfsen, und nähert sich ft^, für stets wachsende Wertbe von n, einer 
Grobe a, die grölser ist als 1, so wird die Reibe 

^Po+«i(>i+ ^e»+ • • • • +««?«+ ♦ • • • 9 

wenn e» eine Gröfse ist, die für stete wachsende Wertbe von n sieh der 
Null nicht nähert, nothwendig divergiren. 

II. Lehrsatz. Ist aber im I. Lehrsatze die Grö(se a kleiner als 1, so 
wird die Reihe 

wismi ib) «19 «1.9 •••• die Einheit nicht fiberstdgen, nothwendig rnm^ 



Mir m^nffßr^Smimlruof^mm IMim. 8fl 



IIL Le|p«ati. Wen r« dmv i<ti>Mrin» «»cd aimr Aeibe iH^ te 
weicher, von eüüem gewissen Gliede aSv^Ue Jrijgaadba pwlMw Ver n i d iM i 
haben, nnd man eine Function oii,, desen Wertlie positiv sind 5 finden kann, von 
der Art, dafs m^v^ Null wird fOr 11 = 00 und dafs 

gr6f9er als Nnll ist fQr den nfimUclen Werft von »^ so ist die Reihe emi^ergenl. 
Ist dagegen .^üÜi — fn^^^ gleich Null fflr n = oo, so setze man 



rn+i "•'•+^' ^^'-^ f{n) 

und es ist zu diesem Lehrsatze noch Folgendes hinsuznEQgen : 

Ist für 11=: 00, f{n) Null und ip{n) Biebt Null, so ist die vorgelegte 
Reihe divergent. 

Vf. Lehrsatz. Bezeichnet man durch (>oi (>i, ...., (>o, ^|, ^29 •• • 
die Zahlenwerthe der Glieder zweier convergenter Reihen 

v^i'\-Vi'\' . . . . =^ Pf r(^-j-rl-|- • • •• =y>' 
und sind die Reihen 

etoifoUs convergent, so wird auch die Reihe 

**o"T'^i*r • • • • *r^»"r • • • • ' ■. 
deren allgemeines Glied 

\s\^ etmüerget^ und ihre Smntne gleidi *« 

(«^0 + ^1+ •••r)(?ü"f ^1.4" ••• •) 

sein. Sind also die Reihen .\ . . . . \ 

convergent, so ist \ . . ., 



§. 2. (^ i ^^ ■).... • .-VA - 
Bezeichnet man den Ansdruck «• «f« - >i ^ ; ;»n:' 



m 
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iBSofoni er .MitifM*^M/CMiitiiiidriieh) ist, durch F\4i)f, was auch a, k, x sein 
mA^en^ so wird man dra Ausdruck 

2. i+«f+*(*+*)^+*(H*)(H2Är-ff-+.... 

ebenfalls V insofern er continuirlic(i (conyergent) ist, durch jP(ft) zu bezeichnen 
haben. Es fragt sich nun, welche Form dasProductl^ii)*1^6) haben werde. 
Multiplioirt man die beiden Reihen (1.) und. (2.) wirklich, so findet 
man eine Reihe, die sich auf folgende Weise darstellen läfst: 

und es ergiebt sich, dafs 

^, = («4.«>(«-f64-*), 
Ai = (a-\-b)(a-\-b-{-k)(a-\-6-\-2k). 
Es findet also zwischen J^, Az, Ai folgender Zusammenbang St|itt: 

A, = A^ia-\-b-\-2k). 
Sollte dies allgemein gelten, so mflfste 

Ai = J,_.(a-f ft4-(»_l)Ä) 

sein. Nun ist 

A„.,= «(a4-Ä)(a4-2*).-.-(a-l-(«-3)*) 
-{-(n— l)*-a(a-f *)•••• (a+(»i—3)Ä) 

+6(ft+*)-- (*+(«— 2)*) und 

A„ = aia+k)-"-(a-\-(n-i)k) 
-f ii*.a(a-|-*) . . • . (a-f (n— 2)*) 

+ f -^ ••••7:^-*(H^)--'-(H'"*)«(«+*)---<«+(«~'---^>*) 

+*(*+*).... (6+(n-l)*), 

und bezeichnet man » . 

,. a(a-|-*) — («+rik) 
durch y(ai^r), so- tat, wie leicht zu sehen, 
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ip{a,n—i)-\-6q)(a,n—2) 
+ (»-l)6y(a,ii-l)-f(n-l)9)(ft,l)-y(fl,«-3) 

-\-<p{b,n-i). 
Hierauf ergiebt neb, wenn man erwägt, dafs 

n—i-\-i = n, 
»— 1 I n—i n — 2 H n — i 

»—1 »— 2 , n — 1 »—2 »—3 H H — i n — 2 

n. 8. f., wirklich 

J,^,(«-f*4-(ll-.1)*)'=:4„. 
Also: wenn die Reihe 

l+(«+*)f+.(«+*)(«-i-*4-*)|f + (a + *)(«+H'*)(« + H2*)ff-l-.... 

convergent ist, in weFebem Falle sie dorch F{a-\-b) dargestellt wird, so ist 
4. fi^yFih) =i F%a^hy 
Da, unter der bestfindigen YorMssetsung, die angewandten und die 
gefundenen Reiben sei^ convergjsnt (§.1. I^ehrsals IV.)i , 

ist, so ist offenbar 

F{a)'F{hj^e) = F{a-\-b-\-e) = F{a)'F(byF(e), 
und allgemein 

■'■• • F(ä)-t'^yF(ifi\...^S\a\b'-\-'t^j.:.)^^ 
Setst man a = bs=.e , und l!»t dib AiMrU dlmei^'iGrMRien w; s« 'erfailt man 

wenn m eine ganse, fibsltfte Zahl ML ' "'' 

Aus 

folgt ^ 
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und, wenn man h — a statt h setzt ^ 
Aus iF{a)y = F(ma) erhfill man 

nnd, wenn man — statt a setzt, 
'II» 

Hieraus, mit dem Obigen verbunden, ergiebt sich: 

Offenbar ist F(0) = 1, also 

(F(«^f (f{a)y ^{—) 
Ist also m eine reelle Zahl, so ist 

6. (Fif^T = FCwa); 
vorausgesetzt, dafs F(<i), F(ma) convergente Reihen seien- ; ,.:.., 
Setzt man a=l, A;=— 1, so giebt die Gleichung (5.): 

vorausgesetzt, dafs die Reibe rechti eonvergtnt seL 

%.Z. ':■■■■' '■■ .^■■■_ ■•■ 

Bekanntlich Iflfst sieh affgebeb Setzens ' ' * 'iv ; i =! ' . 

«-[-/?j i;= r(cos9)-f-t^8in^), 

wo i= + >^— 1 und •.Kui.-.i. .-; ■ 

r = +|/(a«4-is»), cosy = :f , sin^ = -^' •, 

ist. Die Gröfse^ werden wir in Bogentheilen (^Or dw j^^dlfia^) ausdrücken. 
:, Ebenso haW.|iMA;ftt!; japa gm«» .»qs^ayf^i^; .. , ,,..,. , _. 

(cos 9 -fi sin 9^ ^ = cosii9i4'^*^^^^^> 
(cosy-f«siny)- =.«9a»«-rWfiiliS^, , . .. ., ^ . 
Ist also .,^< 

^ = «+/^« =^ '•(cMy,:f isin^)), 
so ist 0?'' = (a+/^0* = r" (cos n 9 -}-• sin II y). .^^,,1 
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§.4. 

Wir wollen nim zuerst die Hefte 

für j: = a -[- /9i = r(cos (p -}- 1 sin cp) betrachten. 

Setzt man diesen Werth von x, so giebt die Reihe (1.) 

2. 1+rcosy-f 2T^^s2y+ 3y^ös39?-j- — 

rsin^-|-*^8in29)-f jr-8fai39)-f ....J. 

Untersuchen wir zuerst diese Reihe in Bezug auf ihre Convergenz öder Diver- 
genz, so ist klar, dafs sie convergent oder divergent sein wird, je nach- 
dem die Reihen 

rsiny-f "öT^'^^^'f •* •• 
entweder beide convergmU, oder beide (oder anch nur eine) dwergent sind. Da 
coamq>, ainmgp sich der Null nicht nähern, die Einheit aber auch nicht Oberstei- 
gra, so sind die beiden Reihen convergent und divergent, zugleich mit der Reihe 

(§.1. Lehrsatz L IL). Für diese letztere Reihe ist aber p, in §. 1. = ^ 
also -^^^ = -4t9 weiche Gröfse fär dn irrofises n immer kleiner als 1 ist, 

wenn r nur irgend einen endOchen Werfh erlangt Die Reihe (2.) ist also 
convergent, und hat mithin eine Smnmef welches auch der (endliche md be- 
stimmte) Werth von f und 9) sei. Setzt, man 

l-frcosy-f -^008294" 3T<^os3y-{- = P, 

r8in9>*f ^sin29)4'3r^>'^9^~l** * * • *= O9 
so ist die Summe der Reihe (1.) gleich 

P+Qi 

und es wird sich blofs um die Bestimmung der Groben P and handeln. - 
Die vorgelegte Reihe (1.) hat aber die Form deiv Reihe (1. §. 2.), 
und sie entsteht aus ihr, wenn »an /: = 0, ar==l, a = x setzt: die vor- 
liegende Reihe hat also auch die durch die Gleidiung (4. $. 2.) ausgedrflckte 
diaracteristische Eigenschaft. 
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Setzt man 

P-f Ol = «(cosÄ+ismÄ), 

so wird man offenbar setzen dürfen: 

R = q>(a, ß), S = xp{a, ß). 
Die Reihe (1.) ist demnach 

= y («> /?)[co8V'(a, /3)-f f sin v/(«, ß)\ 
Setzt man in der Reihe (1.) x =:^ a' -\- ß^i, so ist jene Reibe 

= 9(«'. ß^)[cosxp{a\ ß') + isin v/(ö^ ß% 
Das Product der beiden gefundenen Reihen läfst sich nach der Gleichung 
C4. §. 2.) durch 

y(a + a^/3+/3')[cosV/(a + a^/?+/^) + »*sinv/(a+a',/3f/?0] 
ausdrucken und man erhält also 

3. y(a,/3)-(a^/?0[cos(v/(a,/3)+V^(a^/3'))+tSin(v/(«,/?)+V^ 
= y(« + «^/5+/30[cosv/(«+«^/^ + /50 + isinV/(ö + a^ /?+/?')], 
weil die Reihe (1.) immer convergent ist 

Aus dieser Gleichung (3.) ergeben sich bekanntlich folgende beiden: 
4 4 y(«+«^ /J+/9')cosv<«+«', ß+ßf) = y(«, /3) . y(«', /y)oas[^«, /J)+^«^ ß")] , 
• ( ,)(«+«', /?+/?')«nv/(«+«', /?+/?') = y(«, ß)M^'>ßf) sin[v<«. /J)+y<«^ /T)] . 
Quadrirt man diese beiden Gleichungen, addlrt, und bemerkt, dafs die durch 
<p angedeuteten Functionen immer positiv sind, so erhfilt man 

• \tp(a^a\ß+ß') == 2mn^t^{a,ß)+yß(a\ß'), 

wenn m eine ganze Zahl ist. Diese Gleichungen (5.) sind zwei Bedingimgs* 
gleichungen, aus welchen die Grfifsen ip und ^ zu bestiminen sind. 
Um dazu zu gelangen, kann man wie folgt verfahren: 
Man nehme an, es sei eine Function tp(x) dergestalt zu bestimmen, dafs 
6. V^(^+y) == 2m7i-}-V^(^)+V^(y)- 
Setzt man hier nach einander yssiX,2x, ...^nx und substituirt die jeweils 
gefundenen Werthe, so erhfilt man: 

7. yf(nx) = Htfß{x)'\-{n—i)2mn. 



z 



Setzt man in dieser Gleidimig x=s — , so erhift man 



n 



8. 



y/(js) = iiv(^)+(»i-l)2«i7i. 



^ iO. ^imng^r., Smmttbrmig von Reihen. 217 

Aus dieser Gleichung, verbunden mit (7.)? folgt: 

= ^iff(x)-\^n{j—i)2mn-\-(n—i)2tnn 

= 7V(^) + (7-l)2«»^. 

Für d? = folgt aus (7.) 

y;(0) = — 2»i7r. 

Setzt man also in (6.) y:s=—x, so findet sieb 

V( — a?) = — V/(ar) — 4»7r, 
und daraus 

V(— 1^) = — v(^)— 4»»^ 

= --;!-v(x) + (— ^-l)2m7r. 

Was also auch n sei, so ist 

\p{nx) = n\p{x)-\'{n—\)2m7i. 
Man setze nun xz=a, n = z, so erhält man 

tp(äi) = («— l)2iii7r-f arv'(^)- 
Aber nach (7.) ist 

yß(mz) = (a—i)2mn'{-ay/(z)'^ 
subtralürt man diese beiden Gleichungen, so ergiebt sich 

z dl 



L- ' 



2mn'^yj(z) 2mn-^tp(ä) k 

weil 7i 1 w V eine bestimmte Gröfse ist. Also erhält man 

tp{x) = kx — 2m7i; 
wo A; eine bestimmte, unveränderliche Gröfse bezeichnet. 
' Die zweite GMehung (5.) giebt fflr /? = /?' = 0: 

V^(a-fa',0) = tff(a,0)-{'tp(a',0)'{-2mn: 
eine Gleichung, die von der Form (6.) ist und aus welcher demnach 

^(a, 0) = ka^2mn , 
folgt. Desgleichen findet sich 

V^(0,/?) = h!ß — 2mn. 
Setzt man a=0, /9' = 0, so erhält man 

= 2m7r+*'^ — 2III71+*«' — 2m7i 

= kn' \'h!^—2mn, 
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also 

10. yj{a,ß) = ka'\'k'ß — 2mn; 

wo k und k zwei bestimmte unveränderliche Zahlen sind. 

Was ip{a,fl) betrifft, so ist diese Gröfse immer positiv; also wird man 
setzen können: 

(p{a,ß) = e^(«'/»>. 

Setzt man diesen Werth in die erste Gleichung (5.)) und nimiiit die Loge* 
rühmen, so erhält man 

eine Gleichung, aus welcher wie oben 

11. F{a,ß) = ha^Kß 
folgt; wo h und h! bestimmte, unveränderliche Zahlen sind. 
Demnach ist 

i P^Qi = e^«+*'/'[cos(Äa-t-Ä'/?)-}-tsin(*a+Ä'/?)], 
12. { P = ^^^^'^cos{ka^kß), 

\ = e^^+^'^^sinCÄa+Ä'/?); 

wo also blofs h, h\ kf k' für beliebige Werthe von r und (p oder a und ß 
zu bestimmen sind, indem sie für alle solche Werthe sich nicht verändern. 

Setzt man aber /? = 0, so ist r == -f )/a^ oo8y=i= — = + l,je nach- 
dem a positiv oder negativ ist, und sm(p=^0^ y= ! , je nachdem a positiv 
oder negativ ist. Also ergiebt sich dann 

Aber die Reihe (1. $. 2.) wird fflr as=sl, Ä = und a? = a zu 

Setzt man in der Formel (5. §.2.) «i==— , a^=^a, & = und 4? = 1, so 
findet sich: 

0+«+ff+Jf+....y=i+T+s-+5r+ir+ 

Da nan die Reihe 
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immer convergeQt ist, so bat auch 

i + i+^+^+^4-- 

einen bestimmten Wertb (« = 2,7182818. .. .); demnacb ist 

indem bekanntlicb die Grundzabl der natärlicben Logarithmen dnrcb diese Formd 
ausgedrückt wird. 

Also ist für /9=0: 

Aber aus (12.) folgt, für /3 = 0: 

P = «^«cos(Ara), 
mitbin ist 

6**cosÄa = «", 
und demnacb 

13. /i = l, Ä = 0. 

Hieraus ergiebt sieb nun, in Verbindung mit (12.) und den frühem Werlhen 
von P und Q: 

e^+^'^'cosÄ'/? = l'\'rcosq>'\"^cos2q) -{-.... 

if-^^'^sinkß = r8ina+|^sin2a+.... 
Für a==0 folgt leicht, wie oben: 



^'ßsifik!ß=ß-^ + ^-..... 



und hieraus: 



Aber die beiden Reihen rechts haben die Form der Reihe (1. §. 2.)? wenn 
man a?=l, Ä=0, a = ±ßi setzt; ihr Prodqct ist also F(ßi)-P(—ßi) 
= F(/3< — /9i)=F(0) = l. Dies Product ist aber V*'^ also ist 

«^^«sl, /*'=0, 

29» 
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folglich 

coskß = l_|!-f|l_...., 

Nun nähert sich bekanntlich ^^uf Wr ein abnehmendes ß der Einheit; aber 

es ist 

sxnVß _ 1 /. ß^ ^ ß' \ 

Vß ~ kfV 3! '51 "•••V' 

welche Gröfse sich der Einheit nähert, wenn 

Ä' = 1 ; 

mithin ist, nebenbei bemerkt, für jedes reelle ß: 

|,i.,? = ,?-|!+£_.... 

Die Gleichungen (12.) geben also: 

P = 6« cos/?, Q = ««sin/?, 
und die Summe der vorgelegten Reihe ist 

«•(cos/3 + isin/?}. 
Setzt man, nach der Analogie wie 

auch , 

SO ist 

^a^rßi ^ ««(cos/?-f-tsin/?;. ' • 

Zugleich ist, da r=-{-)/(a^-}-/^)9 rcosy = a, rs\n^^=^ßj P=:^*^**oos(rsiuy'), 
(?= «'^«»»vgjn^i.giuy)^ wenn man die früher angegebenen Werlhe von P und 
Q berücksichtigt: 

ll+rcosy+'oTCOsSy-f' = ^'^*'cos(rsiii9/), 

15. < 

Diese beiden Reihen gelten, was auch immer die Werlhe von r und (p sein mögen. 



§.5. ■■•i. ::;.!.-.»* :-*i) hif 

Solchergestalt , ge^lLdene Reiben lassen ii^niiiffacb€(.yiabi|4u9g¥n zu. 
Zuerst wollen wir fn den Reihen (15. §. 4.) tt — 9 statt (p setzen. Dies giebt^ 
allgemein gOltig: 5 ^u 

1 — rcosy-{--2T,(pos29)-- ojcoa39>4"«''*"* =^ ^'^^*''*cos(rsiny), 

•■ • ^^ ■■ .-..• . ^^ ..• •• -:.;;'.* . . ■•• ■:;.,•■' . ■; 

rsiny— 2T-sin2y -|- -gjSinSy— .,. .,•,,, =^ «■"^'^*^3in(rsin^). 
Addirt man dief(e Gleicl^raigi^a und ^ejenigen (15. §«A), .so findet sich 

(l + ^cos2y + ^cos4y+.... = l(«^^^*^ + «-^*^*y)cos(i-sin9)^ .r. 

/ rsin^l-^sinSy-f .... = ^(«^^'»'-f-if-'^^^*^) sinCrsin^?); 

desgleichen durch SuBtractipn : , 

(rcosy -f ^ cos3y + y^ cos5y + .... i==4(^-^**-^^^"^'^^)^K^rtnv>J| 

) -^sin"^9?-fjj-sin4(^-f •••'• = iC«'"''**' — «^'^"'^)ßin(rsiny). 

' Ähiliebe R^^tt Ibdet man^ Wton inan'i 
ihr Fortschreitungsgesetz nicht ipehr so einfach. Diese Reihen sind: 

\l-{-r$\n(p — ^ cos2y — gj- sin3y -f ^ cos4y-f . . . . = ^'^""♦'cos(rcosf/?), 

/ rcosy +2r^*'^'^^'"3T^^^^^""4T ^^^^V^T — = ^''*'"*'sin(rcos^). 

Dies^ einfaj^hen Umbildungen sind aber nict^^t die einzigen, .welche abge- 
leitet werden können. Eine ganze Reihe von Formeln kann durch Diiferen- 
ziinmg uftd Intagrirttng .geCunden. werden. Es ist .ntfmHcli ^äs ttiffetenzjul oder 
Integral einer Reihe dem Differenzial oder Integral des sie darstellenden ge- 
schlossenen Ausdrucks gleich, wenn die neue Reihe ' c onve r ^enf ist. 

Man kann nun nach r oder <p differenziii;^ oder, iptegrijren^ i^d es i^ 
dadurch dw fli^^ung flpuf|r FofmaUi^ein WQJlfep P^^Wi ff^^ff^^ i^^W^^^^ ^*^ 
in dieser Beziehung zuerst die erste der Gleichungen (15. §.4.). Differenziirt 
man nach r, so giä)t die erste Seite:' ' ^ ui i ,..,.;> 

C099 4* r cpB;3 ^rf -gli^isoa a^ 4" ^ <^^ y + \^^ 

welche Reihe immer convergent ist. Überhaupt ist k^^ iß^ alle Differen- 
zialquoUenten dieser Reihe convergent sein werden. Der Difftoenzialquolient 
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von der Ordnung k ist 

Der Differenzialqnotient von der nSmlichen Ordnung fflr die zweite Seite ist 
far y = p'q, wenn p nnd q zwei Fonctionen der Verfinderliclien r sind: 

Setzt man p==if''''*'P, y==cos(rsiny), so ist 

-^ = cos*9)^*^^*^ ^ = 8in*y.cos(l^*7t4-r8iny); 

demnach ist 

rf^e^°***ycos(rsiny) 

== ^«^»y sin V- cos (^ÄTT 4- r siny) 4-A:cosy • sinV ^***^cos (|(A^-l)7r + rsin^)) 4"."^ 
= ^'^•9'[cos*y-cos(rsiny) — A:cos*""*y-siny-sin(rsiny — .•..]. 
Das allgemeine Glied dieser Reibe ist 

wenn man ~ l'.2..'.~ für r==0 der Einheit gteiobaetst. Es ist demnach 

rf*c^^*ycos(rs!ny) 



i/ssO 



v; 



und folglich 

i. cosÄ9)-f>cos(*+i)y4-|jcos(A:+2)y4'jf ^s(*-f 3)y+ 






^i,^coiycos(rsin<]p) 

= jp ; 

was atf^h k, q), r sein mögen. 

Ausrtfer zwiiiten Reihe (15. §.4.) erhfih mta gans eben so: 

6. sinÄ9)4-rsin(Ä+l)9 + J^sin(Ä:+2)y4-|j8in(*+3)9+--. 
__ ^e^«^»gin(f8iny) 

fi' j~.-. ::.ivH »'rff* TTT 
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Setzt man in drasen beiden letzten Reihen n — <p statt 9), and bemerkt, dafs 
sin(Är7i— &y)=(— l)*+*sin*y, cos(Ä«— Äy) = (— l)*co8*y, so findet sidi 

7. cosÄy — roo8(*-f-l)9)+jf«os(Ä-}-^)9»— 5ycos(Ä4-3)9' + 

= (^_iy£r:n^(rj^^ und 

8. s!n*9 — rsin(*-|-l)y4-^sin(*-|-2)y4-^sin(Ä4-3)y— .... 

-(-*) 571 

Durch Addition der Gleiehnngeir (5. und 7. und 6. und 8.) erhält man 

^d*[(g^<^»y-K— l)*c^*^*y)ooi(rshiy)] . 

10. sinÄy + ^sin(Ä-t-2)y + jJsin(Ä+4)9)4-.... 

§. 6. 
Eine Reäe von Formen erhfilt man^ wenn man nach ^ differendirL 
Da sich aber die DiftDrenziaiqnotienten der zweiten Seiten nicht 8o einftich ans'^ 
drflcken lassen, -so wollen wir blofs eine einsige Formel ableiten. Differenziirt 
man die Formeln (15.) einmal, so ergiebt sich 

== e^'»'9'r[sin9*cos(rsin9>)4'COS9*sin(rsin9^)] 
= r^^'^sinCy-f-rsiny) 



oder 



1. sin(p'\'rsin2g)'\'^8indy'\'.... = e^*^*<^sin(9+rsin9); 
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rcosy-f r^cos2y-f 5jC083y + 3f ^^^yH"**'* 
= e^'^^r(;cos(rsin9))cos9— sin(ririn9)sin9)) «= re^^^'^^cosCy+rsiny), 
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Setzt man in diesen letzten Reihen n — (p statt 9^ so erfafilt man: 

' r^ r^ 

siny —,r sin29) -ffT ^'^^V ~ gj .^|i^'^+-'- = +^''*^*^sin(^— ^-j-rainy) 

j = — iJ-^^^'^^sinCrsin^) — 9), 

icos^J — rcosSy-f 2T*'<'5^9' — öfCOs49) -]-....= — «~"*^cos(7r — y-j-rsiny) 

= -f «7'~*'cos.(f ?iny — y). 

§•7. 
Da 

fe^-^cos(rsmg>)dr = cosy.cos(rsiByH»i*y«»°f^»«''^) .^pq«. 
J ^ ^^ cos*y-fsm'q^ 

t= cosCrsin^ — 9)^*"^, • 

so ist, wenn man die erste Gleieiiung (15.) n^b r integnrt: 

r+ 27^059 4" 3l"^s29?-|- -fConsL = cos{rsin(p — (p)e''^*^. 

Fflr y = findet man 

also C=l und mithin 

1. l-\-r'\-'^cos(p']--^cos2(p-\-.. .. = cos(rsin9 — y)^'^*'***y. 

Biese Gleichung ; Utfst wieder Integrationen zu <, allein das Gesetz idts Forl- 
sehreitena ist .nicht einfach. Es folgt zugleich, da& 4ie. Grafs«. 

cosCrainy — ^)e^'*''* — 1 / : / ' 

sich durch r theilen lasse und dafs 

008 (r sin y — y) g^*^*>» 9 -^ j 
r - 
gleich 1 sei für ^-taO. i « \ 

Eben so hat man 

/>-^sin(rsin(p)rfr = <^o«y'Sin(r8iny)-siny.cos(rsiDy) 
J VT-/ sin*y-fcös*y 

= 8ih(rsiny — y)e^***<^, 

also 
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Für y = ist iribeiifalls C = a, also 
r* yS |.4 
2. — siny-f- 3|-sin2y-f 4f sin3y-f = sin(rsiny — y)«'^^****'. 

Daraus folgte dafs sich 

sin(rsiny — 9)«'^*^°»y 
durch r^ theilen lasse und dafs der Quotient ==|sin9> sei für r==0. 

§.8. 
Neue Formeln ergeben sich, wenn man den Grölsen r und 9 in den vori- 
gen Paragraphen besondere Werthe beilegt Es sei r s=-|-l. Dann erhält man 

1 -f C0Sy-{-2yC0829-f-grC0S3y-|" • • •• = -f ^^^^''^^^ (^»0 9) 9 

-\'S\n(p-\'^3iü2q>'\'^sin3ip'\' = -f-^^^^'sinCsiny), 

i — cosip'\'^cos2(p — ^cos3(p'\-.... = -f «""'^«'cos(siny), 

1 1 
-f siny — xj 8in2y-|-gy sin3y— = -f«"**^**' sin (sin 9), 

l+*^cos29 + ;^cos49) + .... = i(«^^^-f«-^^*y)cos(sin9), 
siny-f-^sin3y + .... = i (e^^* ^ + «-«*•'') sin (sin y), 

siny-fx^^'*'^^'^ 21^*'*^^"^' 3T ^*^^y 4" =^ e+''*"^sin(y-f siny), 

cos9)-|-YCOs29-f 2T^^^^9^*f 3T^^^^9^4"" •• ^^ «'*^***''cos(y-f-sin9), 

sin^)— sin2y-}*2T^^°^^~ = — «""'^''' sin(siny — 9), 

coay — oo82y-f gyCosSy— .••.== -}- e^^^^^eos^siA (p^(p). 

Da sich weitere Formeln aus den ersten nicht auf einfachem Wege ergeben, 
so wenden wir uns zur Binomiahreihe. 

Die Reihe 

1. l + ».x + ^i:^.x'+ "«"-';'3--'' .:^+...., 

nemUch die Binomialreihe) 13t eben&Us von der Form der Beiha (1. $. 2L). Set^i 
man dort a=^m^ K=^ —1, so erhAlt man sie. Beseichnet maa also, m V$ll 

CreUe*! Jounial t d. M. Bd. XXXIV. Heft 3. 30 
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die Reihe (1.) convergent ist, ihre Samme durch (p(fn)^ so ist 

2. y(»0*y(*) = <pi^'\-^)' 

Es sei nun x = a'\'bi = r(cosa'\-isma)^ ^^^^^^^^^-=rf^cos(^ü-f •s*'^^»')^ so 
ist r= + y(«H*'), cos«=^, 8m« = ±, rf„= + |/((£z^y+(J.y), 
cos^^ = ^- — -f-^ — , sin«y = — 7-, wenn m = p-\'qt. 

V Ulf V Uy 

Setzt man, um abzukflrsen, 

so ist die Reibe (1.) folgende: 

3. 1-f Acos^ir+D2COSjB2r^+.... 
+i(AsinjBi.r-|- Asinß2-r*+ •...)• 
Es ist also diese Reihe in Bezug auf Convergenz oder Divergenz zu untersuchen. 
Da cosß„ und sin £7^ die Einheit nicht flbersteigen, so ist die Reihe 
zugleich mit 

l + Ar+r^A+r^/?3 + .... 
convergent. Die Gröfse q„ in (§. 1.) ist also 

und folglich 

FOr ein unendliches n ist diese Gröfse =r. 

Die vorgelegte Reihe also ist convergent für r<^l und divergent für r^i. 
Setzt man demnach in der Reihe (6. $. 2.) mund x reell, so hat jene Gleichung 
Statt, wenn j?^<;1 ist. 

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, wenn r=l ist. 

In diesem Fall ist die Reihe convergent und divergent zugleich mit 

Hiebei sind drei Fälle zu unterscheiden: 

Iter Fall, p z= —i oder < — 1. In diesem Falle liann man 
p= — 1 — n und n ^ setzen ; also ist dann 

*=y((=^)'+(iy)>i- 

Aber da Z?^ = rfid^ . . . . rf», ist, so ist Z?^ > 1 , und D^ wird sich mit wach- 
sendem Wertbe von 9 der Null nicht nähern; die Reihe wird also in diesem 
Frile divergent sein. 
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»t»r Ft^ f >0 oder positiv. ^ : 

Es sei c eine positive Zahl und <C;') so ist 

^v-p-i^cf = (v-p-if-\-2civ-p-l)-]-c', also 
i^-p-if+f = {v-p-l-\-cr-2civ-p-l)-c'^q'. 
Setzt man nun 

so ist offenbar f^ — 2c(r— ;^— 1) — c^<; 0, also alsdann 
folglich, dem Zahlenwerthe nach, 

V V 

Nun ist aber für ein reelles n (6. §. 2.) 

Setzt man also n=^i'\'p — c, so ist t;>>ii und also 

(i+ir"'">i-i+H=i, 

mithin 

Da r^^+^^i^+o" '^*» ^^ ®^**^ ***^ 

wenn diese Gröfse eine ganze Zahl ist; oder es im r die ganze 2ahl, die 
unmittelbar grölser ist als |^ + 1~4^ + ^" Es sei nun rs=r-fi», so folgt 
für rz>n: 

Setzt man hier nach einander n = 1^ 2, 3, .... m ud : multiplicirt die Resul- 
tate, so erhalt man j 

/ f 4- 1 M' 






80» 
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Setzt man hierin m = 1, 2, . . . . » ancl addirt, wfihrend man Dr auf beiden 
Seiten beifügt , so erhält map: 

Nun ist 

/ 1 Y~p^ p_c (p— c)(p-,c4,i) 

V* r+Ä + l/ ~ * »"r+Ä + l ' 1.2(r + «+l)* "r-"-' 
also 

._^y-r _^_^ Oder -£^<(n±±±lp_l. 

Dividirt man beiderseits mit (/? — c)(r-f *-f'*)'''^ ^^ erhält man 

Setzt man hier nach einander « = 0, 1, . . . . n, und addirt, so findet sich 

_J_/_1 1 \ , _J i_ 

Also ist immer 

ß. + l>.^.+ ....-fö,^„<rf,rf,....rf,..^±^^ und 

was auch it sei. Die Somme der Reihe 

bleibt mitbin immer endlich und bestimmt, und die Reihe demnach convergent. 
Mter^JF^M. Es sei f>==*ÖV oder auch /^<0 iiiid >'^1. 
Da jii=/>-f ^<» ar = cos(i4-«9Mia ist, so setae man 
m-(m— l)'(m— 2) .... (m — w+l) 

-ITf — " = ^"^ 

so dafs die Reihe ^ 

Da rf. = }/( (^~J+7 +(7:y) «»^ J^»^* /^+1>0 ist, so ist 
rfi; = y(( ^~^ ) -}-(—)) und für ein bedeutendes r immer kleiner als 1: 
also wird ^:P^\^.jäid2....-(iv 
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fttr ein sebr grofliM 9 venehwinden; foIgIidi«Mdi m^ fftr m soiobeB r. Setst 
man nun 

l-}-«»i:r-|-»»2a?^4--... + ^v^*' = Pv 
und multiplicirt mit i'{-x, so findet sich nach (§. 2.) 

Setzt man v unendlich grors, so ist die Reihe links con?ergent, da m-f 1 !>0 
(2ter Fall); m^ ist =0; also ist, wenn K die Summe der Reihe links be- 
zeichnet, ftr ein unendliches v: 

Jt = P„(l + x) und Pu=jf^^ 

Ist demnach 1-f ^ nicht s=rO, so hat die Reihe in diesem Falle auch eine 

K 

bestimmte Summe = , ■ und ist folglich eonvergent. Ist aber 

1 +ar ^ 

14-^ = oder cosa=— 1, 
so ist sie diverffent. 

Fassen wir das Gesagte zusammen, so ergiebt sich« dafs die Reihe (1.) 
convergent ist: 

1) Für jeden Werth von p und y, wenn r oder )/(ö^-f *^X'< *• 

2) Für |/(a*-f ft^) = l ist sie convergent, wenn /i> — 1, falls nicht zu- 
gleich a = — l ist, in welchem letzteren Falle p>0 sein mufs. 

In jedem andern Falle ist die Reihe divergent. 

Sucht man nun fflr die Fälle, in welchen die Torgelegte Reihe con- 
vergent ist, ihre Summe, so findet sich leicht, vermöge der Glefchung (2.) und 
des m %^ 4> Gesagten 9. dafs die Summe 

ist, wenn ^, s, ß, y bestimmte, nicht mit p und q verfinderiiche Zahlen sind. 
Setzt man also die Summe der Reihe = 

P^Qi. 

so ist 

, iP = ^^^'^cos{ßp\Yq), 

• 10 = ^P-^'\mk{ßp'\-Yq). 
Fflr y = ist 

|P= e^Pcosßp = l+/>cosa.r-f£^^=^cos2a.r^+..... 



1*2 
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Diese Reihen gdten jedeftfdle für /^ = 1 9 wenn andi r s= 1 ist. Fflr 
p=^\ erhAlt man daraus 

^^ cos/5 =^ l + ^cosa^ 6^sin/3 = rsina^ 
und hieraus 

5. }^ = «K*«"» = rf7^)+»^> 

\d = /-(l+arcosa-f-OS 
wenn man durch arc(tang= ^ T '"^ ^ den (numerisch) kleinsten Bogen belieb- 

nel, dessen Tangente -tj^ — — ist. n ist eine noch su bestimmende ganze Zahl. 

Setzt man ;>=0, w ist 4^= A = + iq\ cos «1= 0, sin^i s= 1, wenn 

man q positiv annimmt, also ei = l^n; femer co8€^= ""V" , ^^« = 7^» 

rf^ = y((lziy-|-(iy). Demnach ist D, = d^d^....d, durch y theilbar 

und J&,; = «i+«2 +««;+«^a = i^+^J9 wenn £?^' = #i-f +*l)+*^^5 

also cosE., = — sinl?^ und 8in£„=rrcos£J; also vA in diesem Falle: 
P= 1 — 9sina*r — D^smE^r^ — .... = e^'^cosyq, 



^ Q = 7C08cfr-f AcoslZ!J^ + *-.. = ^''sinyy; 
fir r<:;l, und für r=>l, wenn cosa nicht =— 1, 
Hieraus folgt unter den nftmlichen Bedingungen: 

Je^TcosCrs)-! _ _^^^,^_ D^^^^,^_ 

JjjvrijKral =+.rco8«+^co8^.r^ + .... 
\ q * q 

Setzt man in die erste Gleichung fflr e''^ seinen Wertb aus ($. 4.), in die Bweite 

fflr sinyq seinen Wertb aus (14w $. 4.) und hierauf ^ = 0, so wird e^:=n, 

E9 = (,V'-^t)n-{'Va nnd demzufolge aus den Gleichungen: 



.6 = — rsina-}"i'^siß2a— ^r*sin3a-f . 
-\-rcosa — ^r^W82a'{-^r^co33a — . 



{;= 



» I* • ^ 



unter den gleichen Bedingungen, wie bei (6.). 

Ebenso erhält man aus den Gleichungen (4'.) ftr ;9 = 0: 
J r= rcosa — j^r^cos2a-f i^r*cos3a— . 

also 



i^ = ^cosa — j^i 
1/9 ==; rsina — -j^i 



r^sin2a-f iHsinSa— , 



9. y = cT, « = —ß. 
Da fflr r :;=:0 aufeh /9:x=0 ist, so mttfs im Werthe voh /?, ik ^ sein. 
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Die Samme der Reihe (l.)? in den Fälien wo sie coQveiiifeiü iii, i^t also 



^^-'-K— lT^)(cos[;,arc(lang=j^^)+^(H2rcos«+0»] 



p/.(l+2reosa+rt)"- 

1+, 

+ tsin (,».arc(tang = j^+ ^^/((l + «)H*0)]. 
Dieser letzte Aasdrnck ist aber der einfachste Werth von 

dem also die Torliegende Reiiie gleichzusetzen ist, falls sie cativergirt. 

$. 10. 

Aus den Resultaten in (§. 9.) lassen sich iran eine Reibe von Formeln 
entwickeln. 

Aus den Formeln (8'.) folgt, wenn man in diesem Paragraph immer r 
positiv setzt: 

Ircosa — ^r^cos2a-f"i'^cos3a— .. . . = ^/(l -f2rcosa-f-r-), 
rsina — |r*sin2a-|-i'^sin3a— ... . = arc(tang== , "'"^ ), 

fOr r <Cl. Den Bogen nimmt man seinem kleinsten numerischen Werthe nach. 
/ cosa — ^cos2a4'icos3o — ...• = ^/(2-[-3oae«) 
2^ ; = /•(2cosl«), 

I sina — Jsin2a-fisin3a — .... = arc(tang = f^*"" ) = .j^ «; 

ausgenommen, wenn a = n, oder in der ersten Formel cos a =3 — 1 ist. Setzt 
man in den Formeln (1.) und (2.) n—a statt a^ so erhalt man: 

Ircosa-f ir^cos2a-f-^r'cos3a4- . . .. = — i'(l — 2rcosa-f^)9 
rsina-|-ir^sin2a-f i^sin3a-f-,. .. = arc (tang ajk ^ ^ ^'" " Y 

förr<l; 

J cosa-|-icos2a-f i^^s3a-f .. . . = — /•(28inj^()0, 
|8ina4-iBin2a4-isin3a-f*«... =s ^(Ti^a); 

ausgenommen fflr cosa = -f-l, also gültig fQr o>^0 und<;27r^ dieses aus- 

schliefslich. Ist as=2n4-Ar^ so ist 

einet 4-i8ifi2a-fifiisS« -{-•••• = ^(n— *)•. 
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Aas <leti F«iD6lii (2.) nnd (4) folgt 

ferner, dafs die Reihe 

divergent ist. 

Da e^P == (1 -f 2rcosa-f-0*''9 cosßp = cos arc(tang == j^^^^P 
ist, so folgt aas {JH. §.9.): 

14-/^cosa'r4- ^ fT cos2a'r^-f 

= (l + 2rcos-fr7''cosarc(tang = y;pJ5^ 

psina«r>f ^ j[^^ sin2ar^4" •••• 
= (l+2rcos+0*/'sinarc(tang=^^^^^^^ 
für r<;l. Setzt man r = 4'l9 so erhält man: 

!l-fA»cosa-f ^'^I' ^ cos2a-f- = 2^ cos'' ^a cos ^ ff«, 
/isina-f 1 ,2 sin2«-f = 2''cos''iasin|;^a, 

wenn p>—l und nicht cosa== —1; ist aber co8a = — 1, somiifs/f>>0 sein. 
Setzt man in den Formeln (6. und 7.) n — a statt a, so findet sieb 

1 — yco8«-r-f ^ jr" cos2«»r' — .... 
= (1 — 2rcosa4-r*)*Pco8aro(tang = ~^|5fL_)^, 



8. 



/» sin a • r — ^^i^j^— i- sin 2 a • r* 4- 



= (l_2rco8«4-r»)*''cosarc(tang = j^£^^>, 
für r<l und 

!1 — pcosa-f ^y^ ^ co82a— ;...=» 2''sinP^äcosi;»(7i— o), 
/»sino— O^Illsin2«+ . 4 . . = 2Psin''^o sini/»(n— «)» 
fQr/>>-— 1, wenn nicht öosa=c-f-l; ist aber c08ass:j.l, somufs ^>-0 sein. 
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Also ist 

10. i-p^!Li^-....^o 
für /?>0, und 

für /?>— 1. 

Da die yorlieyenden Formeln verwickelt sind, so ist es nicht wahr- 
scheinlich, dars durch Differenziirang oder Integrirang einfache Resultate zu 
erzielen wären. 

§. 11. 
Wir sahen in §. 9., dafs, wenn der Modul r von x kleiner ist als 
die Einheit, 

{i^xr = i + mx^-'^ "^ ^2~*^ '^""'+ ' ' ' ' 

ist. Man setze nun 

1 a — bi \ , * • \ 

X = , . . = , . ., = — (cosa — tsina), 

so erhilt man 

welche Formel für r > 1 gilt. 

Nimmt man m imaginär, =;9-f y* und a-\-bi = r{co9a-\-isttia) an, 
90 ist, wenn man zur Abkürzung 

/• (1 -f 2r cos o -j- *•*)» = * und arc (tang = jx^^J^ = * setzt : 

(l + a+W)" = «P»-'*[cos(/»Ä-f 9Ä) + isin(^Ä+V*)]^ 

(_^)"' = ^-P'(0+7<. [cos (y/(r) 4-/»o) — i sin (y/(r) +/9a)] und 

,_ ^(*-i(r))+7(«-Ä) [cos (pÄ — ;>« -f y* ~ y'(^)) + « sin (f>Ä + y* — y'C'') — /^«)]- 
Die zweite Seite der Formel giebt: 

. , D.cosJE, I D^cotE^ , 

11 ^ 1 Ji T 

■ r P^sinE^ [ P^sing, , "1 
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Demnach ist für r>>l: 

Wenn fw reell ist, so ist y = 0, sin^„ = 0, rf^ = y (^""^' ) und 
cosg,;= ^""^'' >-y>== + l. Übrigens erhalt man lachter ans rtO für «=0: 

3 ^p(i+zcr)) i^eos (;iÄ — ;ia) + i sin (;i/i — pa)] 

, , pcosa , ;7.(|i — 1) cos2a . 

= H — r"+~T2 — ?!-+•••• 

[ psina , p'(p — 1) sin2tt , "l 

-7— T— T72 jrr-i-- -J^ 



woraus 



4. 



. , |7C0sa , ;i.(p— 1) cos2a , 
^ gpj(i+2rco.«+r.)*-pj(r) ^^3 [;,arc(tang = .j-^HfL_)_^„] gnd 



/»•sing I p-(p — i) sin 2a , 



för r positiv und > 1 folgt. 

Fär « = findet sich hieraus 

für r>l. 

Um die zweite der Formeln (4.) zu prfifen, setze man p=\ und 
a = ^n, wodurch sich ihre erste Seite auf — reducirt. Die zweite Seite wird 

_ ^(i+r.)»-J(r) gin£(arc tang = r) — i;r] = e ^ ••' -^ eos arc (tang = r) 

= (^)V(r^) = l> 

und stimmt mithin zusammen. 
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Setzt man in den Formeln (4.) :rr— a statt a, so erhfilt laan 

A ycosa I ;/'(y — i) C082ft 

r ' 12 '~i^ 

I /l — 2rcosa + r*V f A rsina \ , 1 . 

5. ( 

psina p-(p — i) sin 2a , 

/l — 2rcosa4-r*\*'' . r /. rsin« \ , 1 

= -( Fi-=^; «iiL;»arc(lang=5-^-)+^«_/,^J, 

fdr r>l. Für «=0 ergiebt sich bieraos: 

Dies scheint beim ersten Anbh'ck das Resultat zu sein; allein die zweite 
Formel würde 

8\n pn == 

geben ; was aber offenbar in dieser Allgemeinheil nicht gilt. Es ist za bemer- 
ken, dafs, da 1 — rcosa = l — r wird, dies negativ ist, also dafs . ^^'"<* 
' ' . 1— rcoi« 

fflr a=0= — wird und mithin arc(tang= j ^ ' ^ ) in diesem Falle =:i: 
ist; dann erhält man 

für r>l. 

Es zeigt sich hier an einem Beispiel, dafs eben so genau auf das Vor- 
zeichen von zu achten sei, wie bei jeder andern Gröfiie. Man hfltte das 
nämliche Resultat übrigens auch finden können, wenn man a nur nagb und 
nach der Null sich nähernd angjenommen hätte. 

§. 12. 
Die Reihe 

^— 2"T-3 4-T'--- 

wird für ar = ö-f 6i = r(cosa4 isina) zu 

2. rcösa---Jif^cos2a-}-4^r^cos3a — — 
-j-i [r sina — ^r^ sin 2 a-f i^^ sin 3a — • • . .J. 

31» 
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Aber in (§. 10. 1.) sahen wir, dafs 

rcosa — ir^cos2a-f .... = Jil(i-]'2rco3a-\-r^) und 

,0.01 A rsin« .\ 

rsina-ir^sin2a f .... = arc(^tBng = j^^— ; 

ist; mithin ist die Entwicklung (2.) oder (1.) gleich 

3. ^/(l4-2rcos«+0 + »arc(tang = :j^f^) 

fflr den Fall nämlich, dafs (nach §.10. 1.) r<:;l, oder, wenn r = l, dafs 
nicht cos a = — 1 . 

Die Gröfse (3.) ist aber der einfachste Werth von /(1-f a-f i»)^ «'so 
ist die Reihe (1.) = /(l 4"^)^ wenn man fflr /(l -j- a:) seinen einfachsten Werth 
setzt, vorausgesetzt, dafs r<;l, oder r=l und nicht zugleich cosa=— 1 sei. 

Da unter den angegebenen Bedingungen 

4- a? — ^ + ^ — .... = /(1-f JP) 

11 1 . 

ist, so setze man a? = — r-j-. = — (cosa — fsina) = — CcosT— a) + i sin (—a)). 

Dies giebt 
i-cos. + ilo..ä.+iS!f»H_...._i(!|i_iÜn^-,.jÜl»2_....) 

= »Cl+«+«)-(/(r)+aO = i/(!±S:^i+^)+<.rol.ng=j^+«), 
also ist fflr r > 1 : 

cosa , cos2a , , cos3a , ,/14-2rcosa4-r*\ , 

fsln« , sin2a , , sin3a r / rsin« 1 

Diese Gleichungen hfitten flbrigens auch aus den Formeln (4. $.11.) herge- 
leitet werden können. 

Setzt man in diesen Gleichungen n — a statt a, so erhflh man: 

Scosa , . cos2a i , cos3o • ,,/l — 2rcoso4-r*\ 
— — r-i-7r--hi-7i-+---- = — it\ -2 J^ 
sin« , . sin2a , , sin3a 1 r / rsino \ . T 

für r>l. 



iO. Dienger, Summirung von JleJAen. 237 

§. 13, 
Es sei die ins Unendliche fortgrtende Reiiie 

1. i+(a^öi)Ha^ßi)+ («+*»)'(H«+/?0)'4.(a4-ft.V(j-(«+ft.-))»^ ..,. 

ZU Summiren, wo der Gröfse l'{a^ßi) ihr einfachster Werifa beigelegt wird. 

Es sei a-\'ßi = r(cos(p-\'isin(p)^ so ist /«(a-f /?«)== /(r)-|-y^ a'so 
(fl+6i)/-(a+/?i) = £i/(r) — *(p-f(6/(r)+a9))f. 

Vergleicht man dies mit dem in ($.4.) Gesagten, so findet man, dafs 
die Reihe (1.) 9 was auch a^ b, a, ß sein mögen, 

2. «°'^^^-*^[cos(Ä/(r) + Äy) + tsin(6/(r) + a<p)] 
zur Summe habe. Diese Gröfse ist aber der einfachste Werth von 

3. (a+/?ir*', 
so dafs also (a-f /Jf)''^*' die Summe des Ausdrucks (1.) ist. 

§. 14. 
Man betrachte die Reihe 

1 l_£!4.£!_£!_L 
. 2! '4! 6! » •••• 

für j: = fl-]-6i = r(cos9)-|-isin9)). 

Der Ausdrucket.) wird für j: = r(cosy-f' ^in^)): 

eine Reihe, die nach (§.4.) immer convergent ist. 

Setzt man in der ersten Reihe (2. §. 5.) \n — (p statt (p, so erhält man 

l- ''*g7^^ + ^co34y- .... = i(«^""»-f«-"^»)oes(roo«9)). 

Setzt man auch in der zweiten Reihe (3. $.5.) \n — ^ statt <p, so erhfilt man 

^8in2y — ■5|.iin49)-f .... «= i(«'*^i'^«-""«')ria(rowy). 

Die vorgelegte Reihe (2.) oder (1.) hat also zur Suinme: 

3. ^(«'•'»''-f«-"'»*)cos(rcos9)) — i»(«"*"'— ^"'"*)s»n(''cosy) 

= i(«*-f Ocosa— |i(«' — «-')8«n« = cos(«+W). ■ ' 

Es ist auch 

- j, r* n \ r*cos4q() , ./r*sin2g> r*sln4^ , \ 

4. l-^cos2y+ ^, y -....^,(^-^ __JL4-....^ 
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§. 15. 
Auf gleiche Weise findet sich die Summe der immer convergenten Reihe 

- -^^ J_ ^* _L •*■* I 

1- ^~jr"t"5T"r7T • — 

für x=^{ii^H)f=r(cosq>'\-isin<p). 

Diese Reihe (1.) ist nämlich 

^ r'cosSo/ , r*cos5cp i Y • r*sin3<jp , \ 

2. rcosip 3T^+ — 51-^ — • • • • +<''sm(ip gj-^ + • • • •> 

Setzt man in der zweiten Gleichung (2. §. 5.) -^n — q> statt cp^ so erhält man 

rcos<p-^^^^^ + rl^^-...^ = i(^-^-H^-^'^"^)sin(rcos(p). 

Setzt man eben so in der ersten Gleichung (3. §.4.) \n — (p statt 9, so 

erhalt man 

. ^ r*sln3g> , r*sin5<r ,, ^.i-ß, -r«in«o\ / \ 

rsintp 31^ 1 5T""^~ "^ ^(c*^""^ — tf '^•'"^) cos (r cos 9)). 

Die Summe der Reihe (1.) oder (2.) ist also inuner: 

3. :J(«''»^^-f^-'-""»')sin(rcosy)+lt(«^'^"^ — «-"•^"^)cos(rcos9?) 
= i(^+Osina + iiCe* + ir*)cosii = sin(a4-*i). 

§. 16. 
Es sei die Reihe 

für x=^a-\-ßi zu summiren. Es sei a-}-/5t = r(cos9)-f isiny), so ist be- 
kanntlich nach (§. 9.) 

vorausges«tst) dab r^<Cl, oder, wenn r^ = l, dafa cos29> idolit =-fl 
sei. Integrirt man auf beiden Seiten und bemerkt, dafs 

/[i-^a^y^dx = aro(sin SSO?) 
ist, so findM sieb 



2. 



arc(sin = x) = x+i-g-^ 2^^.3-4-^-^.^ + ... ,, 



SO dafs die Sumne der Reihe (1.) gleich arc(sin =^x) ist, wenn r<;l, oder 
fflr den Fall, di^ rs=:l und nicbt cos29)=^-f ^ ^^t- 
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Für a-\'ßi=ir(co3q>'\-i8inq>) wird die Reihe (1.) 

rcosy-f ^.-g- sin39)-f ^-^siü^<p + ....)• 
Ferner ist bekaimtlicb: 
arc(sin = r(cos9 + isiny)) = arc(8in = ^^^^^_,^, J^^^;^^^^ 

+i7[ay(l-2r^cos2y+r*) + Kl+O0 + 7^(M 

wo |]/(1— 2f^cos2y-f r*) immer positiv zu nehmen ist. 



Also ist 



rcosy+i*"3"^s3y4-2^--5"Cös59)-f 



(rcosq^ \ j 

3^ '"* = a^(l-2r«cos2y4-r«)H-i(l+r')W ""'' 

rsmy4"i'"3"^*ß39)-f-^^--^sin5y -f- 

[=/j[^^(l_2r»cos29)+r«)+i(l+r*)]»+^^j[i|/(l-2r'cos2y+r*)-Kl-r')]»j, 

für r<;l und positiv; eben so fflr r= 1, wenn nicht cos 2 9=1 ist. Für 
y = erhalt man 

fflr jedes positive r, welches kleiner ist als 1; aber nicht fflr r=:l. 
Setzt man in den Formeln (3.) in — g> statt ^, so erhfllt man 

rslny — l^-y-sinS^^-ffTI'T"^'^"" 

g = arc(sin = (^^(,^2,. cosi9+%+*(l+r^))») "^ 

^C069>-44cos3^+|44cos5y ^ .... 

[=-'j[il^(H2r'cos29)+r^)+|(HO]*+p,^^ 
für r>>0 und <; 1, so wie auch für r = l, wenn nicht cos2y = — 1 ist. 
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S. 17. 
Es sei endlich die Reihe 

für x = tt-\-ßi zu summiren. 

Es ist bekanntlich, wenn x = a-\-ßi = r{cos<p-\-*w\q)\ nach (§. 12.): 

/(l-fa:i) = /(l-foi-/?)= xt-i-g^+'-y 4- + ---- 

fOr «'-f/?*<l, und für a'-f/3*=l, wenn dann nicht li=-\-\ ist. Ferner 
ist nach demselhen Paragraphen: 

wenn a^-\-[i^<C\<, so wie auch wenn a'-|-/?'=l ist ; nur darf dann nicht^==. — 1 sein. 
Also ist /(l 4- xi) — /(l — art) = 

Die vorgelegte Reihe ist demnach = 2* "^ ^ '*''^ den Fall, 

dafs r<Cli so wie für den Fall, wenn r = 1 ist; nur darf dann nicht s\n^(p = \ 
sein. Diese Bedingungen reduciren sich auf das Folgende. Die Reihe hat die 
angegebene Summe für a^-f/^^^^ ^°^ wenn a*-|'/^ = l ist; nur darf in 
letzterem Falle u nicht Null sein. Aber es ist bekanntlich : 

/(i+jri) — /(l— ji) _ l{\—ßJ\-ai)^l(\-Yß—ai) 
2i ~ 2i 

= i[.„(,.^„^+.«(u.g=j^)+ii.,.»M;±fi 

=:i.rc(l.ng=^ ,_g.°_„.) +ii.<. Q;+ff'.+°:) = .ro(...g = «+/ii). 

Demnach ist die Reihe gleich erc(tangF=ar), wenn nemlich r<Cl9 und wenn 

r=:l, aber nicht zugleich sin'y = l ist. 

r^ /> • . . . a 2a 2rcosa) , 

Da a = rcos^, p = rs\n(p ist, so ist ._^^_^ ^ = j_ i ^O" 

;; + ;;:+": = ,^+1^^!^; .Iso ist offenbar: 
(1— /S)* + a* 1 — 2rsin9 + r* ' 



4. 
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r cos 9 — ö- cos 3 9? -] ~^ — .... = J arc (^tang = /J , 

für r<:l und r=l, wenn nicht sin'y=l isL 
Setzt man j^Ji — q> statt 9)^ so findet sieb: 

l • I ''* s o I »•*sin5cp , , A 2rsinop\ 

Vr8my + ^sln39) + _JL^.... = |arc(^tang==-y— ^j, 

) I ^* o i r*cos5a> , , ,/14-2rcoscp-|-r*\ 

für r < 1 und r = 1 , wenn nicht cos^ y = 1 ist. 

Es lafst also die GrOfse arc(taDgs=: +f) nicht durch eine Reihe sich 
darstellen; wie sie sich bekanntlich auch nicht durch einen geschlossenen 
Aasdruck darstellen lAfst. 

Fflr rs=sl erhfilt man 

cosy) — ^cos3y-f ^cos5y — . . . . = j^n, 

sin(;p-isin3(;p4-isin5(ip-.... = ^/(li^); 

was von q>=^0 bis 9=3^71, und im Allgemeinen für positive -Werthe von 
cos 9) gilt, anfser wenn cos 9 = ist. Die zweite dieser Gleichungen gilt 
auch fflr negative Werthe von cos 9; fOr solche aber geht die erste in 

5. cosy — icos3y-j-|^cos5y — .... = —in 
über, aufser fflr 0059=0. Die Gleichungen (3.) geben: 

6. 8in9)-j-|sin3y-|"isin59)4" = i^ 

für positive Werthe von sin 9?^ aufser für sin9) = 0, 

7. Any) '{'i3m3(p'\'isinb(p -{-... . = — i^r 
fflr negative Werthe von isin^)^ aufser fflr miip=^0^ and 

8. eo9ip'\-\co3Zq>'\'\cwbq>-\' . . . . =:^/ (. "*"^^^^^) = ^Z-Ccotangy), 

\ 1 ^— cos cp ^ 

aufser fflr sin 9) = 0. 

Es lassen sich einige dieser Reihen durch Integralion leicht zu Gründe' 
formein einer neuen Reihe von Formeln benutzen. Ihre Aufstellung ist sehr 
einfach. 

§. 18. 
Im Vorstehenden sind die in der Analysis gebrAucblichsten Fonotion^n 
in Reihm entwickelt, oder vielmehr die Reiben durch geschlossene Ausdrflcke 

CreUe*! Jonnal £. d. M. Bd. XXXIV. Heft 8. 32 
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summirt worden, und es sind dabei die Grenzen angegeben, innerhalb welcher 
die gefundenen Resultate Geltung haben. Es lassen sich noch mancherlei Fol- 
gerungen aus den gefundenen Resultaten ziehen; wir haben sie nicht her- 
gesetzt, weil es sich nur darum handelte, die so oft und auf so mancherlei 
Art behandelten Reihen streng zu untersuchen , um in jedem Falle mit mathe- 
matischer Gewifsheit entscheiden zu können, ob eine bestimmte Reihe anwendbar 
sei, oder nicht Es ist nachgewiesen worden, dafs die untersuchten Reihen, 
wenigstens ihrer gröfsern Zahl nach, nur innerhalb gewisser Grenzen Summen 
haben, und dafe aufserhalb jener Grenzen die Reihen ohne Bedeutung «nd ohne 
Bestand, also nicht anwendbar sind. 

Zum Schlüsse möge noch Einiges in Bezug auf die obiges Differenzii- 
rnngen und Integrirungen bemerkt werden. 

Ist B eine unendliche kleine Gröfse, so sagen wir, die unendlich kleine 
Gröfse k sei unendlich klein von der Ordnung r, wenn das Yerhältnife 



unendlich wird für ii>r. Null für n<Cr und endlich (auch Null, nicht aber 
imendlich) für » = r; alles in Bezug auf b. Ferner nennen wir die Function 
f{x) continuirlich innerhalb bestimmter Grenzen von x^ wenn f{pi^'\'^)—f{^) 
innerhalb jener Grenzen eine unendlich kleine Gröfse von gleicher oder höherer 

Ordnung ist, als b. Das Verhältnifs f^^^^^^^f^^^ ist also in jedem Falle 

endlich; und umgekehrt, wenn dies Verhältnifs endlich ist, so ist f{x) con- 
tinuirlich. Diese Gegenseitigkeit hat gemacht, dafs man jenes VerhSllnifs be- 

sonders heraushebt und durch ^ (den Differentialquotienten von f{x)') be- 
zeichnet. So lange derselbe also endlich ist, bleibt f{x) continuiriidL 

Im Vorstehenden sind die Werthe der unendlichen Reihen für endliche 
Werthe der darin vorkommenden Gröfsen bestimmt worden; auf die Ände- 
rungen, welche diese Reihen durch unendlich kleine Änderungen der Gröfsen 
erleiden, und auf den Gang dieser Ändernngen, hat man nicht geachtet Es 
ist daher denkbar, dafs der geschlossene Ausdruck, der die Summe der Reihe 
darstellt, continuirlich im oben angegebenen Sinne sei, wahrend die Reihe 
selbst nicht continuirlich ist, obwohl fQr jeden bestimmten Werth die beiden 
Ausdrücke znsammraMlen. Es wird also , wenn man auf beiden Seiten der 
entwickelten Ponnehi differenaiirt, ohne vorhergehende Untersachmf niobt 
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angenommen werden dürfen, dafs die beiden gefundenen Differentialcfuotienten 
gleich seien, indem es sich ereignen kaM, dafs die vorgelegte summtrte Reihe 
nicht continuirtici^ (im obigen Sinne) ist und deshalb ihr Differenzialquotient gar 
nicht Statt findet. Integrirt man aber beidierseits , so sind die Integrale ohne 
Weiteres gleich zu setzen ; denn die erhaltene Reihe ist sogar continulrlich (im 
aufgeführten Sinne), weil ihr Differentialqnotient endlieh ist; und zwar inner- 
halb der Grenzen, in welchen die Reihe selbst summirt wird. 

So z. B. geben die Reihen (6. und 7. §. 17.), wenn man nach (p 
differenziirt, 

to8q)'\'eM3g>'^eo8b(p'^eos7(p'\' = 0: 

ein Resiltat^ welches offmbar narichtig isL Die Reihe 

cosy-f cos39-|'^^5<P"f • • •• 
ist divergent, mithin ist 

sin ^ -{-^sinS (p -^^ ^sm5(p -\- .... 
nicht continuirlich. Ähnliche Resultate finden sich ans den andern Formeln. 
Dagegen g^ebt die Integration der Formel (6.): 

für positive Werthe von sin 9, aufser für sin9)=:0, also blofs von 9>c=0 bis 
{pssin. Für (p — j^n ist die erste Seite Null, also 

C = iTt^ und 
1 1 

Diese Bemerkungen, deren weitere Ausführung nicht hieher gehört, werden 
bei den Umbildungen durch Differenziirung und Integrirung maafsgebend sein; 
sie enthalten vielleicht die Auflösung der Frage, die Abel in dem von Ohm 
in seinem ^Geist der matb. Analysis'' S. 3 angefQk*taa Briefe gestellt hat. 

Sinsheim bei Heidelberg im Mai 1845« 
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11- 

De criteriis quibos cognoscatur an aequatio qninti 
gradus irreductibilis algebraice resolvi possit 

(Auetore Eduardo Luther, phiL doctore, RegioiDOiiUO 



aequatio haec . 

1. >^ — ^/"-*-f-i?/"-' — Cy"--^-!- .... = 
cuius coefficientes^y B^ C, . . .. functiones quantitatnm x, x^, x^\ .... ratio- 
nales sunt, algebraice resolubilis est, si omnes eius radices ftinctionea alge- 
braicae quantilatum x, x\ x^\ .... sunt. 

Aequatio (1.) irreducliblis est, si nuUum factorem 

y^— ^V^-'4-Äy-'— .... = 

habet, cuius coefficientes functiones rationales quantilatum x, x\ x^\ . . « • sunt. 
Disquisitio de natura aequationum irreductibilium, quae algebraice resolvi 
possunt, semper ad aequationem Gl' Lagrange resolventem ducit. Contigit 
mihi, ut invenirem, quos factores rationales Resolvens haberet, si aequatio quinti 
gradus resolubilis sit. Iter, qnod persecutus sum , a Gl'' Abel in dissertatione 
sua non absoluta „Sur la resolution algebrique des equations'' institutum est. 

Gl. Abel theoremata sequentia dedit, quae boc loco demonstrare noio. 
Theorema I. Forma roaxime generalis functionis algebraicae quan- 
tilatum X, x\ x^\ sequens est: 

ubi it numerus primus, et f i, ^29 ^39 • • • • V<»-i9 P functiones algebraicae quan- 
tilatum Xj x\ x^\ .... sunt, quibns p"" rationaliter exprimi non potest. 
Theorema 11. Ut aequatio haec: 

JL i. üz! 

ubi per Tu, r^, Ta, . • . • r^^i, p functiones algebraicae quantilatum x, x\ x", 

designanlur, quibus p"" rationaliter exprimi non potest, consistat, aequationes 
subsequentes : 

ralas esse, necesse est. 
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Theorema III. Hos inter valores: 



1 

expressionis algebraicae y> qui efficiuntur:, si quantitati radicali p" omnes eins 

2. L i. 

valores a/^, c^V") *••* ^"Z^" tribuantur, non valores inter so aeqnales squI 

Signum radicale expressionis algebraicae, qaod in tota expressione 

alii signo radicali aon subiectum est, bac in dis^ertatione exterum nominabiin^iia* 

Itaqne expressio sequens: 

unum Signum radicale extemm continet. 

§• 2. 
Omnis expressio algehraica 



fi— 1 



quae m quantilates radicales exleras: p% p'"^, . ... p **^* involvit, non 

minus quam n, n\ n^'x-f) diver sos tatöres habet. 

Theorema lertinm do6el, valores sfeqdentes: 



i. i. JlzJ 

expressionis algebraicae y omnea inler ae diverses ^ssf. Quam expressio y 
plures quantilates radicales exteras contineat, necesse est, quantilates radicales 

exteras p^'^^ p"'^,.... in nonnuliis. certe quanlitatibus ^o» f2 9 ^n-i inesse. 

JL ± -L. J. 

Si ergo quantitati radicali externe ;?''•' valorum tt/'^^ «^/^"'i uf'^p^'*^ 

quislibet tribuitur, boc novarum aequalionum Systeme aji^tret: ) 
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JL ^ HzJ 

1 2 1^ 

1 2 »—1 

Theorema tertium porro docet, huiosce eüam systematis valores omnes inter 
se diversos simulqae valores alteriiis systematis valoribus alterias correspon- 
denlibus non aequales esse. Ergo demonstrandom restat, yalorem 

prioris systematis valori 

alterius systematis non aeqaalem esse. Si ponamns, valores iRos aeqaales esse, 
aequatio Iiaec: 

coDsistere deberet. 

Qaantitas radicalis p"" co^fficientiom 

funclio esse nequit, quia hoc in casu ipsa p'' ad formandam expressionem alge- 
braicam y necessaria non esset 

Ut aequatio (1.) constare possit, cofiffidentes singnii (2.) = esse 
debent, theorema II docente. Quam vero pateat^ aequationem 

Oy — ttl = 

constare non posse, qoia n numerns primns est, aequatio (1.) esse nequit; 
nnde elucet, nullum valorem alterius systematis valori alterius aequalem esse. 

s. 3. 

Si huic aequationi: 

1. y" — il^-"-»-!-!?/"-»— Cy*-»-f .... = 0, 
euhts eogfficietttw fknetionet raihtude» quantitaium », x', x" .... sunt, 
expressio httrwn gMontiiatum aig^trmea 

± i ^ 

*• y = f«+f~+ 9«;»"+ • • • • 9n-iP " 

satkfiieiai, omne» guoqm vaUr«* hmut esp/wrionis (2.) radiets aefutf 
üonis (1.) «9«« dtbtiti. 
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Sobstitaamiw in aeqnatioiie (1.) looo y »pressionem (2.). Hinc aeqnatio 

3. ro+rip^'\'r2pr^ .... r^^^p"" = 
sequitur, cuius coSf&cientes To, ri, Tj, • . • . r„.| fimctiones rationales quantitatum 

A, B, C, . . . . go^ 92^ • ' * ' y^-^9 /^ sunt. Quantitas radicalis p" coöfficientibus 
To, Ti, .... r„.i rational] ter exprimi non potest; unde sequHar, theoremate II 
doeente, aeqoationes hasce: 

rü=^0, ri = 0, r2=0, r^j=:0 

constare debere. Patet igitar, omnes expresdionis (2.) valores;» qoi orinntnr, 

si quantitati radicali p'* omnes eins yalores a^^ a^p% .... a^/i* tribuantnr, 
aequationi (1.) satisfacere. 

Eodem modo defflonstrandum eit, omnea expressionis (2.) valores, 
qui Omnibus quantitatmn radicalium exterainm yaloribna efficinntur, aequationi (1.) 
satisfacere. 

PonamuB nune, expressionem algebraicam y ^ffeantitatem radicalem non 

exteram t? involTere. 

Si functiones Tq, r^, rj, r^^i haue quantitatem radicalem non coii- 

fineant, patel, omnes valores expressionfs y, qui yaloribus diversis quantitatfs 

radicalis Ti^existunt, aequationi (1.) satisfacere. Si vero fimcGones Tu, ri, r,, . . . . 

^n-i quantitatem radicalem n"" contineat, ita ut functiones Tg, Ti, rj,.... r„_i 

hancce formam 

i. i. ni 

A i 

praebeant, prodit, omnes valores quantitatis n^^ quum quantitatis tC^ coöfGcien- 

tibus (»U9 (^19 (>2 9 (>r-i ratioualiter exprimi non possit, aequationi (4.), 

indeque omnes expressionis y yalores aequationi (1.) satisfacere. 

$.4. 

Numerus valorum expreunmk atgebraicue « muMpUtatione non^ 
nuUorum exponentium radicatium, qui eemper omnes quantitatum radi^ 
coHwn exterarum exponentes continent, effidlur. • 

Expressio algebraica y comprehendat m quantitates radicales exteras: 
p'"'^ p"""^ P "* * Tom e S"" 2 aequitur, et e<presirf<> y noU; mfms^ 
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quam: n'*nf^ .... n^"^^ = n valoree^ diversös habest; sed fdilre» iliversos valores 

habere potest, si quantitatibus radicalibus non exterU 7r% ti'*^', . ... diversi va- 
lores tribuantur. 

f . " . . .... 

E n yaloribos expressionis y haec aequatio formelar: 

Si coefficientes A, B, C, funciiones rationales quaotitatum Xp x\ x^\ .... 

sint, expressio y, %"" 3 demonstran^e, non plures^^t diversis yaloribus, habet. 

Conlinentibus vero coefficientibus A^ B,C, ... . qaantitatem 71% ila ul formam 

!1 1 tri 

habeant, aequationes hae prodennt: 



quae aequationes , theoremate III docente , omnes diversae sunt. Quum vero 
pateat, duas harum aeqniaUonum, cpiae eandem radicem habeant, easdem esse, 
sequitur, ut omnes radices harum aequationum div.ersae esse debeant. Si ergo, 

in n diversis expressionis y valoribus, quantitati radipali n'' omnes eins valores 
dentur, aut nulli novi valores expressionis y nascuntur, aut omnes novi sunt. 

§. 5. 
Ex antecedontibus elucet, radices aequationis huiusoe irrednctibilis : 
f-Ay'^Bf-Cf'\^Dy-E = 0, 

cuius coSfficientes A^B,C, D, E fnnctiones rationales quantitatum x^ x\ x'\ 

sint, quinque hos valores: 

ri = 9^+ P^+ 92P*+ q3P*+ q,p*, 
Yi = qo + ccpi^^a'q2p* + a'q,pi'\'a*q^p*, 

ys = flfü+«V*+«'<^2P*+«*<^3P*+« q^p*^ 

expressionis algebraicae y quantitatum x, x^, x^' esse, quae expressio nullam 
aliam quantitatem rtdioalwi exteriio quaiB p^ oontinere potest. 



Si alieoi qoaptitaliM rtdiealiiini^ qiiäe- in . quaiitilaKbu ^^ fig ffs, q^^ 
apparenl: 

fi+ ^'*+ «i/*+. fij»'*+ .«'iA 

Ergo aequaliones sequcntes existere debenl: 

= f •+««/'* +«5^2^^ +«Sflrjp* -|-«Sy»f^» 

= qo + ttiP* +<4giP^ i-f^^iP^ + «tq*P*, 

q:,^a*p'i-\-a[q',p'ii.a'q',p'.ii-aq:p'* 

= qo + «4|»* + «4 Vi p* + <4 fiP* + oiqtp^ , . 
ex quibus hss aequaliones nanciscimar: 

5p'^ = ;>i{aü-f «,«"'-{■ «««~^-}- «3 «"'+«4«"*} 

+^4P*{«j+«j«-'+«J«-'.+<4«-^-t-«;«:*l...... 

Aeqaationem (3.) boo.modo prodocanns: 
Tum at: 

;»' = fo+tiP^-\-t2P^+t,pi-\-up*. 
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'SSO -i'^ J^ütksjf, > de^ aequafimSkiB . qumti ^wtuM* 

QiiaiitHatai'ilb, ;fi5 4,fi3y>l| ;fuDotioncBratiQBidailiqaaiititaUiBi ^i, 93, 749 
> SQnL Qiiail|itaB radiöaUs:|»^.;fii)ictie ratimadis ^DtHatMi f,, ^35 f49 /^> f' 

esse non potest, quia, casu contrario, ipsa p" ad formandam expressionem y 
necessaria non esset. Quam igifur, secondum theöremaU) aequationes hae: 

/.toO, /, = 0, it| = 0, ^4 = 
yaleant, sequantur W: -^ 

p* = [4r/a;^i -f. »2 «>* + *3 «>* + ir* «>*}*, 
5. «y*=: •ii)f;^4-»2«V*+^3Ä>*+^4aV*. 
Ex aequalione (4.) 

alqne ex aequajijoüibas ^5. ^t 6.) hancco : ^ 

nanciscimur. ,.Q(iaatila9,<r%dicalis pi coeffioientibus ,huias ae^alionis rattonaliter 
exprimi non polest^ er^o coifficientes ^guU ==Ö esse debent. 

Quam n numerus primus sit, inier quantitates «•' — a, a^ — a\ a^ — o?, 
tjü' — a^ unica quanlilas i)c*^ — a'' = esse potest; ünde patet, omnes quantitates 
^19 ^29 ^39 ^49 excepla quantiMle s^y aequales esse, tiafue nanoiscimur : 

quem valorem quantttatis radi^atis ff^ in prima aequatione' (2.) substituimus. 
Tum aequaÜoiiM seqü^nlem obtinemus: 

V l¥ 3v , 4^ . . 

9^^\qWyP^\^^^¥P^\q\9\p^^^P^\^^^ 
ex qua fit: 

Hin« tabuen sdqiiitar: 
Expresnone ^anütatum x, ;r^;'Ü^, .. ;. 'iüg^i^i^M 

non phtres, quam quinqu« vatore» AtAente, q^ functionem nUionaXem etse, 
et guantiiatem p nou.pift» qvatmor vaicribuß hahtr«, 

tili .i •;>. ..-.//•. ! !•' .' ■. ■ 



Ai^atio (3. f' 5.) docet, qnanütates «u ..t«i : «i, .% An;:/:'; 

ideinceps valores seqoentes: ti„ (ta„ o^a„ c^a^, a*tt„ 
«y «^a„ o^Oo «'oo a Oo 

accipere debere, nt quantilas p' deinoeps talores pi. qlp^, qip^, ^p* nanciscalur. 
Ex aequationibus (2.) $' 5 hae seqauntur: 

quibos in aeqaationibtis deioceps yalores (i.) Iqoantitfifuiii: Ou, «i, «,, «j, a« 
substitaimus. Tom quantitates p'* ^>'* ^p'*' ^i/»'* 

!«of»* «^^r,j»* t^qtp^ a*qtp* 
e^qtpi atq*P* thp^ «S^jf* 
«5?4/»*. «Jf*/»^ «4f2|»* :;;0b^^ . . 

neaMscAMor. HHie elae«, redioMi yV» ^< Wj y*» y« ♦ : »» ^«SMk p' M»^ 
eepa ynlores p.^ify^sp'f 4*P\f^!^f^^^r^>^^ _ V 

''■{■'.[■' yt . yi .yt' r^.-rf* ■.■'/,'■'■ 
, • , ' yi y* yj" ys Vs 

■'■'.'•'■ ■•■. '■'■. V- •■■■'^^1 •' y':^•^y^; y*;:T* r(^'<v : :■•'..■•(■,■•.!<■ ' 

/../ V, . ., yi y» y« y» y« 
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permutliri. Quantität! radicali p^ omnibus valoribuB cfij^^ ^*p^^ ^^P^^ ^/'^i 
ctp^ tribulia^ radices hoc modor 



yt 


r» 


•r.-y» 


■y» 


n 


Ti 


yi yj 


y* 


Yi 


y» 


yi y» 


yj 


rs 


y* 


y» yi 


y» 



:-^- ■•.-. -\.",' . ••■;,■ .-, ,. y» yj.'.y*: y«.;-.yrA ... ■ .•■.;'. 

permulanlur. . . 

Hinc sequilur: 
Functionem ^uamlibet rationalem rßdicum ^i, yii yii y4'> ys aequa^ 
tionis quinli jfraäut algebraice re^olubilüt, quae» Usce permutationibwi: 

yi y2 ^-z-x*- y« • y* y* y« y» y^ -.y^ y» y« y« y* • yi y* y« y» y» 

ys yx ya,;r3 yv \;^s, y^ri y* y»,- y» y» y* y» y» • ys y* y» y» yi 
y« y» yi y» ys. • y* yx ys )\ yi • y* n, ys y» y» • y* ys yi yi y. 
yj y« ys Vi y» • ys yi y4 y« y*'- ys ys' y2 y4 yi • ys y» yi ys y4 
y» ys y4 ys^ yt • y* ys y^ >-i y4 • >'2 y4 yi ys ys • y» yi ys y* y» 

facti», eadem permanet', functionem riähnaleiH qmantiiatum x, x', x", .... 
esse debere. ' '■:■ ' • /> '>! •• 



Ponaintts 



(y»rf»*yt.+»'y>il-.«'^rk «''.y»)* =f ^m 
(y.ti-:ff'y^4-9Y»+'^*'r*-\-"''ytf = .^i, 
(xiT«V»-f«V»+«y«4-«*ys)* = öj, 
(yi*4^-«r2-i;AVs+a^y«+«1r»)* = Ö4. 



Tum erit 



ana radicum-'nequatioiiis resoIventk^Xä' Lägrifiufe (V. Traile de la resolotion d«s 
eqMtiöos iuDti«r^ac8 pw Lqfftßnjfe^ Not^2I|I.)<. Badi$«0:9^(«|fenUi;«(^j|, ipptif 

r= 5(y\+f^-]-yl-\-yi-\'Hy^e^^ymy^y*yi^My^'^f>i'y*-^ysr ■ 

+100{>1(y,y5+y,y«)+y?(y,y,4-)^.y,).fyJ(y,y.4-y,yO+y1(yiy2+ysy,) 

'• ■'• ■' ■' +>1(yiy4+y2ys)} 

+i50{r.(y^yi+y^/.)+y/M>1+>1>1)4-y*(Hy?+yi>i)+n(y1y?+y?yi) 

■ ■'- -{-y^iyiyi+yiym^ 






+100{:ri(y,y8+y,y«)-{->1(yry«-}-y,y»)-{-ji(yiyi-fy4y,)+yJ(>-iy5+y2yj) 

+y?(yiyj-fy»y4}} 

+150{y,(y|>1+>i/,)-fy,OlyJ+yi>1)+y,(yi>i+>iy1)+y«(/,>1+yiyi) 

T,=^ ö(>1+y|fy14-yS+yS)4-600»y,y,y,y4y,^(ya+y.+y,+y4+y.)»^ , .i 
+100 {yj(yiy«+y.y.)+yj(y.y,+y4y5)+yi(yiy4+y2y6)+yi(yiy5+y.y.). : 

•^ . • +>i(r.y2+y,y4)} 

: ■+löO*y.öir5+>iyi)+yaCylyi+y^>^)+y.(yJxJ+)iyl)+y4(yIy2+yiyi>, 

••■-:•- +y5(yi>1+yJyJ)|!, 

r,= 5(yS+>1+yi+yi+yJ)4-600.y,y,y,y.y,-{y,+y,+y,-|-y4+y.)» 

:-f 100 {yJ(y,yH-y«y«) +yl(yiy.+y»y6) +>i (yiy.+y.y.)+yi(yiy»+y2y5) 

+>i(yiy2+y3y0} 
+i50{y,(/.>1+>1y1)+v,(>1/4+yl>i)+y,(>1>14->1>^«)+y«(>1yi+yi>1) 

... ' i-y.iyiyi+yiMr 

T. = 5(yJ+yi+/,+>1+y1)+ 600.y»y,y,y4y*- {y.-\-y.^yz^y.^yCf 

4-100 {yKyjyj+y^y») 4-yl(yiy6+yjy*)+>i(yiy4+y2y.) +y4(yiy2+yjy5) 

^yi{yiyi-]ry*y*)\\ 
+150{y,(y?>1+y1>i)+y,(j1yJ-|-y?/4)4-y,(y?yi+y?y^)+y4(yäy1+>^,yS>. 

+r.(y1yi+y?y^)}; 

T* = 5 (yi-f yi+y^yi4,y«) ^ 600»yay,y,y4y. - (yi+y2+y,4-y4+y5)' 
+100 {yj(y2y44-y3y5) +>i(yiy5+y3y*) 4-yi(yiy2+y4y5) +yJ(yiyj+y2y6) 

+y«(yiy4+y2y3)} 
+i50{y,(/,/4+>i>D+y2(>1>1+yJyi)+y3(>1yi+/*y1)+y*(>1yi+>iy1) 

, ., ,_ J^y^xf*W^yi% 

qparuin qi^nque ultunae radices e prima T, onmibus qaaütitatum y^^ Y^'i Y^i 
permulationibas prodeunt. Radix 3^ viginti permutaüönibus (1/ §' 6.) varian 
nequit, fanctio igitur rationalis quantitatiim x, x\ x^\ .... est. Omnes quoque 
fünctiones radicum Ti, T2, 7\, T4, T^ symmetricae permutationibos (1. S'6u) 
non variantor. SyuKeMquiUir: 

R^aotveMem aequationis tdnehraicM r^iolubUis semper faciarem ra- 
iknmlsm /Mrimi H faetQrem rationalem quinti ^radus halbere. 

. Si jn fudoUpoe rationili radicum yi^ y^^ y^, y^^ y^ exprei^Qaea (1. S' 5.> 
aoibeliliiimiiav gejieralitör cfxpressiaa^m . 

mmdaoimur, ubi Qo^^^ifx^ikiQkf^^^^w^^^ 
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p, tt sunt. Radix Tt »»ptAiotAg resdrenlla hisee peraiata(ioay»as: 

Yi Y* r» r» Yi 

YiYjysYiY* 

' Yi Yi Y* Yi Y2 

invarialiilis est. Hae vero permutatioDM ^fiduntar, gi in fomidis (1. $' 5.) 
looO ä deioeeps a\ tt% a* ponimos. Hinc eloodt, expressionmn 

(?ü+ ft^* + Ö2/»*+ ftp* + A/»*, 
qaati, ei^ressionibas (1. $'5.) in T substitutis, Bandsdmnr, quanfÜnteiB ra- 
dkotdem a non continere, quantitates igitur ft, ft, ft, ft, ft fiincliones ' 
rationales quantitatom ^z, fj, ^,, /» esse. t 

Radices ResölYentis ST,, T„ T«, T, radiee 3*, pbtinemns, Ü radices 

yi Y2 Yi y« y« 

!r« y. y* y« yi 
yj y« Yi Yi Yi 
y* y» Yt YtY» . 
YtYtYi Y^Yt 
piarinntamost qaae permutatio efficilor, si loco p^ snccessive ap^, f^P^i t^P^"» «V^ 
ponfaaos. £tgo aeqoatlones seqaentes habebimos; 

T. = ft+ ftp*+ ftp*+ (?,/»*+ ftp*r 
T, ^ ft + ft a p*+ ft«y -I- ft«*/»*+ (?♦«•;»*, 

«'j =- ft-f-Oiay+ft<^V*+ft«p*+ft«';'*. 

«4= ft+ft«';»*+ft«f»*+ft«VHft«>*' 

I*. =» (?ü+ ft«*p*+ fta';»*+ ft«'P*+ ft « P*- 

Quantitas radiealis ;>^ rationaliter qnantitatibas ft, ft, <?2) fti ftr ;» exprimi 

non potest Qiiinqae 'iiplnr Resolventis radices 9^, Tj, Ifj, T«, ,9V dlrentu» 

sunt, nisi aeqnäliö "'' 

ft ===== ft =^ ft ^ ft^O'- •■.;:'.i .:.; •... 

Nunc tandem ex antecedentibus hoc theoreüm.MqfllMr: ' 
Si aequath ptinti graius irreävcliUBs, euiw eö^ffhkntn fimctioneg 
rationales guanÜtoHifn »isf^af^ .... sunt, atgebraiee ruoluMis eH^ iiepmtio 
^esohoeM in aigfinaicnim primi et aequationem q^rinti gradm^ qutirfim coef" 
ficientes ftinctiones rationales qttantiMum m, a^ a^" * . . y. sunt, diswitri 
potest. Haec aequatio qusBti gruitis amt merm, äeqw$les radices rationales 
Aabet, ofnt itr94snlil^Um.mt.et4dgekrdcß resölci j^ofqfi^ ^ :, .ri;.:rK>^*siHi. 



Einige Aufgaben atts der Oombinatioiislehre. 

(Yoa dem Herrn Lehramto-Candidateii Weif$ zn Müncben.) 



¥¥ egen der Yen^IiiedMlitit dar Benennaiigm und Definitionen in den neue- 
ren combinatorischen Schriften werde zum YersUUidnifs des folgenden Anf- 
MtieSf im Einklänge mit Altern Werken, Folgendei bemerkt. 

Werden mehrere Bnchstaben aneinander gereiht^ 90 entstehen Com- 
pi$xionm$ die Buchataben bei&en Elemente. Sind n Elemente gegeben , ao 
beifaen die; daraus gebildeten Complezionen: 

JPsrmHiatiimen, wenn in ihnen aile gegebenen Elemente vorkommen, aber 

jedesmal in einer andern Aufeinanderfolge f 
CambrntUhnen, wenn nur m Elemente aus den gegebenen und jedesmal an- 
äere die Complexionen bilden und die Aufeinanderfolge unbeachtet bleibt; 
Variationen^ wenn die Complexionen awh nur aus 01 der gegebenen Ele^ 
mente bestehen nnd sich von einander durch die jedesmal voi^ommenden 
Elemente und ihre Aufeinanderfolge untersdieiden. 
Eine Complexion ist von der m'^" Ciasee, wenn sie aus m Elementen 
gebildet ist. Befinden sich unter den gegebenen Elementen Gruppen von gleichra 
Elementen, so können auch die daraus entstehenden Complexionen gleiche Ele- 
mente enthalten* Da nur einzelne Elemente, und diese verschiedenemal wieder- 
holt vorkommen dflrfen, so entstehen daraus CSomplezionen, welche man Per- 
mutaUonen, Combinationen und Variationen mit #tfi^e^cAriZfii;/«ii Wiederhohmgen 
nennen kann. 

, Bei bestimmten Daten wird die Anzahl der möglichen Complexionen 
bastifwiit sein. Der Ausdruck der Anzahl der möglichen Permutathnen mit 
ekifieeckränkten Wiederholungen ist, da er sich in allen combinatorischen 
Schriften findet, als bekannt vorauszusetzen. Nirgends fand jedoch der Ver- 
fasser des gegenwArügen Aufsatzes den Ausdruck der An^Abl der Combina- 
thnw md Variationen mit ein/feschränkten Wiederholungen fflr eine gegebene 
Classe* Er versucht daher hier die Auflösung dieser Aai^g^ab^, welche ffr die 
PpIpbiAaliqplehre vieUeic{it nicht ganz ohne Bedeutung sein dfirfte. 



JUfi it. Weif 9 r eüüge Anf gaben mß der €emhiH0flieri$lehre. 

I. 

1. Unter Elementenreihe werde eine Reibe von Gliedern verstanden, 
die alle einen Buchstaben gemein haben und sich nur durch die bei demselben 
steben^W Indice^ ; ujQl/erseMden. Hat die EleiQeqtenreihe ;» (ilied^r^ so bat 
die Hanjitgröfse alle ganzen Zahlen von 1 bis p zu Indices. 

2. Die Elemenlenreiben unterscheiden sich 

(i) Durch die in ihnen vorkommende Haoptgröfse und 
b') Durch die Anzahl der Glieder. 
Haben aber Elementenreihen die gleiche HauptgrOfse und eine gIMiAe 
Anzahl von Gliedern, so sind sie identisch. 

3. Man nehme verschiedene Elementenreihen so geordnet an, dafe nie 
eine Reihe mit wenigereh Gliedern auf ^ne Reihe mit mehr Gliedern folgt. 
Die erste Reihe ist diejenige, welche die wenigsten Glieder enthalt. Alle 
nachfolgenden Reihen haben deshalb alle Indices der Torhergebenden Reihen. 

4. Glieder von verschiedenen Reihen mit demselben Index beiften dfAit- 
liche Glieder. 

5. Man sucht nun die Anzahl der Combinationen , welche entstehen, 
wenn aus zwei Elementenreihen immer zwei Glieder, Jedoch keine ähnlichen 
Glieder, zusammentreten. Die Combinationen werden dadurch gebildet, dafs 
KU jedem Gliede der ersten Reihe alle Glieder der zweiten Reihe hinzutreten ; 
nur jedesmal dasjenige nicht, welches denselben Index bat, wie das schon 
dastehende Glied der ersten Reihe. DemgemAfs ist die Anzahl der möglichen 
Combinationen ^=pi(p2 — 1), wenn die erste Reibe pi^ die zweite p2 Glieder hat. 

6. Man suche die Anzahl der Combinationen, die möglich sind , wenn 
3 Glieder aus 3 verschiedenen Elementenreihen zusammentreten, und zwar so, 
dafs in keiner Combination ähnliche Elemente vorkommen. Es habe die erste 
Reihe pi , die zweite p2 und die dritte Reihe p^ Glieder. Man bflde zuerst 
die Combinationen aus den zwei ersten Reihen, nach (5.). Dies gieht Pi(p2^^i) 
Combinationen. Zu diesen lasse man alle Glieder der dritten Reibe hinzu- 
treten, jedoch immer diejenigen zwei nicht, die mit den schon dastehenden 
Gliedern der zwei ersten Reihen gliche Indices haben. Daraus ergeben sieb 
Pi{P2'-^)(p^—^) Combinationen. 

7. Sind q Elementenreihen vorhanden, die erste mit /^i, die zweite 
mit p2^ die dritte mit p^ Gliedern u. s. f., die ^te mit p^ GKedem^ so ist 
die Anzahl der möglichen Combinationen , welche entstehen , wenn von' Jeder 
Reihe ein Glied, also in allem f Glieder zusammentreten, jedodi MV'aft 
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keine ihnlicben Glieder in einer und derselben Combinaiion vorfcoBiMMi, 
«/'iCl»»— IX/'S— 2).^..C/^— (y— 1)> Denn es bat dieser AusdrodiL dassdbe 
QysefaB der Bildung wie die AusdrOcke in (5. und 6.)» und es ist leicht zu be- 
weisen^ dafs das Gesetz, wenn es fflr A* Reiben gilt, auch für A-fl Reiben 
Gfiltigkeit bat 

Beispiel. Es seien die Reiben Hi, a^^ a^\ bi^ b^^ 63, d«, 65, b^-, 
^19 ^2 9 <^3 9 ^49 ^ ^19 4i gegeben. Hier ist 1/1, 1/2 die erste Reibe und pi = 2i 
Ut^ Oz^ äti ist die zweite Reibe und p2 = d; Ci, €2^ c,, c«, c« ist die dritte 
Reibe und |i!3 = 5; 61, &«, bi ^i b^^ b^^ b^ ist die vierte Reibe und /i4 = 6. Dem- 
nach ist die Anzabl der möglieben Combinationen =Pi(,Pi—t){p5—2)(p4—^) 
«:2-(3— 1)(5— 2)(6-3) = 2.2.3.3 = 36. 

Die Combinationen selbst kann man nacb dem in (5. und 6.) angedeu- 
teten Verfabren berstelkn; Leicbter ist jedocb folgende Aufstellung : 



dach 


daeb 


dach 


daeb 


daeb 


daeb 


1234 


1253 


1342 


2134 


2153 


2341 


1235 


1254 


1345 


2135 


2154 


2345 


1236 


1256 


1346 


2136 


2156 


2346 


1243 


1324 


1352 


2143 


2314 


2351 


1245 


1325 


1354 


2145 


2315 


2354 


1246 


1326 


1356 


2146 


2316 


2356 



8. An der ersten Stelle der Combinationen stoben bier nur Glieder 
der ersten Reibe, an der zweiten Stelle nur Glieder der zweiten Reibe u. s. f., 
an der Arten nur Glieder der Arten Reibe. Also kommen an der ersten Stelle 
nur die Zahlen von 1 bis pi^ an der zweiten Stelle nur die Zablen von 1 
bis P2 u. s. f., an der Arten nur Zablen von 1 bis pk als Indices vor. Da aber 
J'i <1 ^^2 <! J^s • • • • Pk^Pi-^-i * • V ist 9 M kommen an den weiter recbts liegen- 
den SteUejD Indices vor, die an den vordem Stellen nicbt vorkommen dürfen. 

9. Daraus folgt, dafs man, sobald in irgend einer Combination aiidi 
nur von swei Stellen die Indices vertauscht werden, eine ibrer ZtitumiMii- 
setfstmg nacb verscbiedene Complexion erbfilt, und also, wenn, anders nicbt 
gegen das am ScUusse von (8.). Gesagte gefehlt ist, eine andere bieher ge- 
hörige Combination entsteht. 

10. HabM unter f fiiementenreiben, von der #ten anfangrad,,r Reiben 
alle dieselbe AMahl yonp,, Gliedern, so werden auch in der #tM, «-f Iten, . . . ., 
j?-|-r— Iten Stelle der Combinationen, welebe die Glieder dieser t ReUietf 
enthalten, nur In^ces von 1 bis |iw vorkonunw^ nid man kann, die Indieee 
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dieier Stellen beliebig verlauschen: immer wird man dadarch neue Combina-» 
tionen von der vorgelegten Art erhalten. Der Ausdruck für die Anzahl der 
Combinationen dieser Art wird blofs darin von dem in (7.) sieh unterscheidiB, 
dafs r Combinationen p hintereinander den Index« haben. Die Anzahl ist demnach 

11. Versetzt man in einer Combination dieser Art die Zeiger der r Stel- 
len so oft es angeht, wahrend alle andern Stellen unverfindert bleiben, so 
erhalt man immer Combinationen von der vorgelegten Art. Daraus ist leidrt 
zu s^en, dafs man die ganze Zahl der hierher gehörigen Combinationen so 
tkeilen kann, dafs sich die Combinationen eines und desselben Theils blofs 
durch die verschiedenartige Stellung der r Indices an der rten, 8'\'iien^ u. s. ß, 
»-{-r — Iten Stelle unterscheiden. Da aber diese r Indices wie bekannt r.' = 

1*2 «3 r Stellungen einnehmen können, so ist, da die ganze Anzahl der 

Combinationen gleich dem Producte aus der Anzahl der Versetzungen der 
r Indices in die Anzahl der Theile ist, letztere Anzahl 

^ Pt(Pi-^)''''(p—(^-i))(Ps-s)....(p.— ir+s-2))....(pj-{q-i)) 

i • 2 r 

Sind aber die genannten r Elementenreihen identisch, so gelten offenbar die 
Combinationen desselben TAeiU nur für eine Combination, und es giebt also in 
diesem Falle nur so viele Combinationen, als Theile; folglich ist ihre Anzahl 

_ Pi(yi— <)""(y.—(*—<))(r^— ^) ""(/>*- (r+g— 2)).... (P/— (7—1)) 

1 . 2 .... r 

12. Auf ahnliche Weise ist leicht zu zeigen, dafs fftr eine Gruppe 
von Ti identischen Reihen mit p^ Gliedern, sodann für eine Gruppe von r, iden- 
tischen Reihen mit p2 Gliedern u. s. f. , endlich fOr eine Gruppe von r^ identischen 
Reihen mit p^ Gliedern, die Anzahl der Combinationen, welche entstehen, wenn 

' ^i'\-^i'\- '•**•{' rq Glieder (aus jeder Reihe ein Glied) zusammentreten, und 
zwar so, dafs keine ahnlichen Glieder in einer Combination vorkommen, gleich ist: 

/>,(p,--l)....(p,-(r,-l))Xfr>-r,)(p,-(r,+l))....(y,— (r,+r,-l)) 
1 • 2 . . . . Tj X 1 • 8 .... r, 

1*2 .... 3 .... 1*2 ••». Tq 

18. Ans der Form des Zahlers dieses Ansdradcs ist laidit zu erkennen, 
wie die Combinationen, für welche der Ausdrad: gilt, gebildet worden sind. 
Es hat der ZtUer so viele Faoloren, als Reiben snr AnfstelluBg angewendet 
worden. Ferner hat der Ate FmUnt, der sb(;pi— (Ar-i<-l)> itk^ ^ p, weUies 
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von der Reibe, die die klen Stellen der CoDibinationen mit ihren Gtiedem 
besetzt , die Anzabl der Glieder angiebt. 

14. Ist irgend ein Factor (,Pi—(k—iy) gleieh Nnll, so ist der ganze 
Ausdruck =0. Es giebt also dann keine Combinationen. Aus pi — (k — 1) = 
folgt pi=k—l; das heirst: sobald eine Reibe nicht wenigstens gerade soyiele 
GMeder hat, «Is die Ordfiungszahl der Stelle, die sie mit ihren Gliedern be- 
setsen wU, betrCgt, so lassen sieh AtWim Combinationen dieser Art Mlden. Habim 
die Reihen alle eine ungleiche Anuhl Glieder, so ist r immer wenigstens = k; 
also ist dann die BUdung immer möglich. 

15. Sind m Reihen gegeben, so gehören die Combinationen zur Men 
Classe. 

16. Die Anzahl der Variationen dieser Art findet sich, wenn man 
die Con^nationezsil mit der Permulalionszahl mulliplicirt. 

Alle ^Kombinationen haben bei m Reihen m verschiedene Glieder: also 
ist die Permutationszahl =l-2-3....m/ 

Die letzten zwei Bemerkungen gelten nur, wenn man die Glieder der 
Reihen als Elemente der Combinationen ansieht. 

IL 

1. Kommen bei Combinationen Gruppen von gleichen Elementen vor, 
so stelle man sich, da die Stellung der Elemente beliebig ist, erstens eiüie 
gleichen Elemente hintereinander stehend vor; zweitene, die Gruppen der gid- 
chen Elemente so geordnet, dafs keine Gruppe von einer grOfiem Zahl gleicher 
Elemente auf eine Gruppe von weniger gleichen Elementen folgt 

Die allgemeine Form einer solchen Combinafion ist folgende: 
Zuerst kommen ri Elemente vor, die alle f^imal gesetzt sind; 
Alsdann kommen r^ -- - --;ij---.- 
Sodfeiin kommen r^ -- - --jt^,---- 



Endlich kommen r^ Elemente vor, die alle p^m»i gesetzt sind; 
wobei Pi^^pt^Pi^ • * • *>Pq ist. Die Classenuhl m dieser CottbinaÜM 
ist =n;>i+nt|^+r,;>3+....+r^F^. 

2. Bei eingeschränkt^^ Wiederholungen werden nickt alle gegebenen 
Bleneote j^i, p2^ Ps9 • • • • f^mal gesetzt werden dürfen, sondern es werden 

34* 
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Hp^ Elemente ;ii mal 5 
Hp^ Elemente fismal, 
itp, Elemente Pitnü^ 



Up Elemente Pgmdl vorkommen dürfen. 

Jedes Element aber, welches f^imal gesetzt werden darf, darf auch /i^Äal 
gesetzt werden; ebenso Jedes Element, weldies pimal gesetzt werden darf, 
kann anch p^mal gesetzt werden, n. s. f. Daraus folgt, dafs it^, nicht kleiner 
als Hp^ , Hp^ nicht kleiner als itp^ u. s. f. , Up nicht kleiner als alle vorherge- 
henden n sein kann. 

3. Statt ein Element mehrmals za wiederholen, setze man der Kfirze 
wegen dieses Element einfach hin , und die Zahl, die anzeigt^ wie oft sie wieder- 
holt werden soll, als Exponent daran. Die oben betrachtete Cog^inatim be- 
steht dann aus r^ Potenzen mit dem Exponenten pi ; dann aus Tj Potenzen mit 
dem Exponenten p2 ; dann aus r^ Potenzen mit dem Exponenten p^ n. s. f. ; end- 
lich aus r^ Potenzen mit dem Exponenten Pg. 

4. Aus den gegebenen Elementen lassen sich Ti identische Elementen- 
reihen bilden, welche als Glieder n^^ Potenzen haben, mit dem Exponenten p^; 
ferner r2 identische Elementenreihen von n^, Potenzen mit dem Exponenten p2 ; 
dann r^ identische Elementenreihen von n^, Potenzen mit dem Exponenten 
Ps U.S. f.; endlich r^ identische Elementenreihen von Up Potenzen mit dem 
Exponenten /r^. Stellt man wirklich diese Reihen nach der angegebenen 
Ordnung auf 9 ao kommen alle Glieder einer vorhergehenden Reihe in einer 
folgenden vor und die Reihen sind nach der Anzahl ihrer Glieder aufsteigend 
geordnet. Bildet man nun aus diesen Elementenreihen nach (I.) ConMnalionenj 
so besteht eine Combination zuerst aus r^ Potenzen mit dem Exponenten /^i, 
dann ans ra Potenzen mit dem Exponenten p2^ ferner aus r^ Potenzen mit 
dem Exponenten p^ u. s. f., zuletzt aus r^ Potenzen mit dem Exponenten /i,^ und 
es haben also die hieraus entstehenden Combinationen alle die verlangte Form. 

5. Die Anzahl der möglichen Combinationen fflr die bestimmten Data 
findet steh nun auch nach (I.), wenn man dort in (12.) «p^, ii^^, .... Hp 
statt pi^ P2^ • • • • pg setzt. Also ist die Anzahl aller roö^ichiNi Combinationen 
von der allgemeinen, oben angegebenen Form: 
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1-2 .... r, X 1 • 2 .... r, 

w O^P, -(r, +r,))(np,— (r, +r, +1)) .... (ttp,— (r, +r^-f r,— 1)) 
^ * 1 . 2 .... r, 

X 



X 



Li_- 

4 • 2 . • • . r^ 

6. Bs ist 

m = 



/^I+Pi+Pl •••• +Pl + ^2+^2+^2 ... • -{-Pl i-Pi+Pii-Ps .... +I^S+ . . . •Pq+Pq+Pr*'-+Pq^ 

Mit diQser Gleichung mt die Form der entelehenden Combination gegeben, und 
aii0 ihr ist 4^/ Ausdruck fflr die Anzahl der Combinationen leicht za finden. 
Sind Bftmlid^, wie bisher flberall angenommen wurde, die p nach ihrem nume^ 
rischen Werthe abwärts geordnet, so dafs PiZ>p2>p%**''Pq ist, so darf mm 
nur in dieser Ordnung jedes p als Index von n setzen, von den daraus ge- 
bildeten n die Differenzen aufstellen, so, dafs man vom ersten die Zahl 0, vom 
zweiten 1, vom dritten 2 u.s. f., vom Arten k—\ abzieht, sodann diese Diffe- 
renzen mit einander muUipIicirt und endlich das Product mit dem Producte 
der Facultfiten rj r^l Tj! r^\ dividirt. 

7. So wie sich aus der Gleichung (6.) die Gleichung (5.) aufstellen 
lafst, so läfst sich auch fQr die Gleichung (5.) die Gleichung (6.) bilden; das 
heifst: man ist durch die obige Bezeichnung immer Im Stande, sogleich aus 
der Constmction des Ausdrucks fflr die Anzahl der Combinationen die Form 
der Combinationen selbst zu erkennen. 

8. In der Gleichung (6.), welche die Form aller Combinationen mit zuge- 
lassenen Wiederholungen zur mten Classe ausdrückt, bedeuten Pit Pa^ p^^*"- Pq 
die Exponenten der einzelnen Elemente der Combinationen; sie werden in 
speciellen Fällen = 1, 2, 3, ....iti sein; und gröfser als m kann kein p sein. 
Die r zeigen an, wie oft die eben genommenen p stehen müssen, damit aus 
ihrer Summe die 2ahl m entspringe; sie werden in spedellen Fällen ^=0^ 1, 
2, 3, • • • • Ml sein. So oft sich nun aber ffir ein bestimmtes m aus den p, 
des heifirt aus den Zahlen 1, 2, 3, • . • • m, die Zahl m bilden Ififst: so vielerlei 

von Combinationen wird es f Ar die bestimmte Classe geben. 
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9. Sind nim Hi Elemente gegeben, die Inud ges^t werden dürfen; 
Ferner 1I2-- -- -2- - - -; 

Sodann n,-- -- -3- - - -; 

Endlich n^«-- ---m-- - -, 

und man verlangt die mögliche Zahl der Combinationen fOr^ die tntte Claaae, 
so suche man zuerst alle möglichen Formen dadurch, dafe man die Zahl m 
auf alle mögliche Arten durch Addition aus den Zahlen 1, 2, 3, ... . m (wo- 
bei jede von ihnen mehrmals stehen darf) bildet, oder alle möglichen Gleichun- 
gen analog (7.) aufstellt. Fär jede Form wird sich dann alsbald nach (5.) die 
mögliche Zahl finden , und addirt man die so erlangten Ausdrücke^ so erhält man 
die verlangte Anzahl aller Combinationen. 

Beispiel. Es sei die Anzahl der möglichen Combinationen mit etn-- 
geschränkUn Wiederholungen fflr die 5te Classe anzugeben ^lil^Dn iii Ele- 
mente Imal, fi2 Elemente 2mal, 1I3 Elemente 3mal, n« Elemente AmeX^ n^ Ele* 
mente 5mal gesetzt werden dürfen. 

Hier ist m = 5 = 5 : diese Form hat n^ Combinationen, 

»1 = 5=41 - - - »4(»i— 1) - - - 

1/1 = 5 = 32 • - - 113(112— 1) - - - 



tn 



= 5 = 311 



n,(n,— l)(/i,— 2) 
12 



m 



5 = 22t - - - yi^Cn^— l)(n,— 2) 

1 '2 



»,_ 5 = 2111 - 



»J».-l)(»,-2)(».-3) 



« = 5 = 11111 - - - «.(H,-l)(H.-2)K-^K»..--4) _ _ 

l*2«o*4*5 
Demnach ist die gesuchte Anzahl 

= n,+n.(n,-l)+i»3(>>.-l)+ ^^'^^^'-!i^^^-^ 

I nJii.-t)(n,-a)(n,-3) I it,(»i,-l)(it,-2)(i»,~8)<n,— 4) 
T 12.3 "T" 1. 2.3.4.5 

10. Alle Combinationen ixter Classe, ao oft es angebt permutirt, geben 
die möglichen Variationen dieaw Classe. Ais jeder Combination entspringen 
demnach so viele Variationen als es Peramtationen der Combination giebt 
Alle Combinationen von gleicher Zusammensetzung haben gleiche PermitaiionB- 
zahlen. Man findet folglich die Anzahl. der Variationen^ üe ans einer 
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benen Anzahl Condrinatioami von derselben Form entstehen, wenn n^ qiU 
der für alle gleichen Permutationszahl die Anzahl der Combinationen mnltiplicirt. 
Ist die Zusammensetzung einer Combination bekannt, so Iflfst sich auch leicht 
die Permutationszahl finden. 

Die Zusammensetzung obiger verschiedenen Combinationsformen von einer 
Classe ist aber, wie schon bemerkt, leicht zu ersehen ; also ist auch die Permutations- 
zahl leicht zu foden. Z. B. von der allgemeinen Form in (6.) ist die Permutations- 

zahl = ^ ' = p. Wenn man mit diesem Ausdruck 

die Gleichung in (5.) mutiplicirt, so erhält man die Anzahl der Variationen für 
die mte Classe von der oben angegebenen allgemeinen Form. 

In gegebenen speciellen Fällen suche man also zuerst die Combinations- 
zahl, welche mehrere Posten hat, von jedem Posten dann die Permutations- 
zahl, muftiplieire damit die Posten und addire die Producte, welche Summe 
hierauf die mögliche Anzahl der Variationen von der mten Classe giebt. Für 
das obige Beispiel ist auf diese Weise die Anzahl der Variationen 

, 5! Mii^-l)(n.-2) , 51 n^(n,-i)(H,^2)(H,-3) 
I2!2!' 12 '2!* 1.23 

, ^, >i.(i»,-l)(n,-2)(n -3)(>i,-4) ^ 
"T"^^ 1.234.5 ' 

also ist die Anzahl der Variationen für die 5te Classe 

= n5+5n,(n,-l)+10ii3(ii2-l) + 10iis(n,-lXn,-2) + 15n,(#i,-l)(n,-2) 

+ 10iH(nx-l)(n,-2)(ii,-3)+ii,(«,-l)(ii,-2)(ii,-3)(ii,-4). ^ 

11. Es folgen hier die Ausdrücke ffir die Anzahl der Combinationen 
aus Variationen bis zur lOlen Classe. Bei den Variationen sind die Factoren, 
wdche mehrere Glieder gemein haben, herausgesetzt, um die Vorzahlen be- 
weglicher zu machen und die Rechnung in speciellen Fällen zu erleichtem. 

Anzahl der Combinationen. 
Ite Classe = Hi, 
2te Classe = ii,+.Jtii^^, 

8te Classe = its-f ii,(ii>-l)+ ''^^'^'^Ta.t'"^^ ^ 
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, w,(».-l)(>t.— 2)(n.— 3) 
T 1.2.34 ' 

öle Classe = «.4-«,(»,_i)-j-«,[(«,_l)+ ^"'"1^^'"^^] 

I , r (»«-<)(»*.-8) I (w.-iKw.-gKw.-sn I i*.(w.-ixM.-g)....(».-4) 

T"»L 1.2 i" 12^ Jt 1.2.3.. ..5 ' 

6te ClMse = %+n5"(n,-l)-f »«[(ii,-l)4- ^"'~}^/;'~^^] 

, ^ r (>»«-«K'»«-2) I (»,-l)(».-2)(''.-3) I (>«,-lKn.-2). ..(«.-4)- | 
T'*'L 1.2.3 f 1-21. 2 1 1.2....4 J 

, w,<N,— IM».— 2)....(ii,~5) 
"1 12.3.. ..6 ' 

7te Classe = n, + ne(iix-l)+ii»[(ii,-l)-|- ^"'~|^/^''~^^ ] 

+»«[('»»-i)+(«.-ix>».-2)+ <»--^)^;;;-|)^»--^>] 

4 n r (»>-i)(».-2) I («.-l)(» ,-2) , (»,-l)(w.-2)(i».-3) 
-t«3L 172 + TU + 1:2 

, (»,— 1)(»,— 2)....(m,— 4) 1 
' 12.. ..4 ^J 

, „ r (>»«-<)K-2)(w.-3) , (»,-l)(».-2)....(n.-4) 

+«2 L rXä + i.ä.i.2.3 

, (».— 1)(»,— 2)....(w.— 5)1 , ».(n.— !)(».— 2).. ..(>«.— 6) 
"1 12.. ..6 ^J"! 1.23... .7 ' 

I (>»«-l)(>*.-<)(i».-2) , (it,-l)(».-2)....(w.-4)i 
^ 1-2 T 12... .4 ^J 

I r (n,-l)(»,-^2) . (»,-l)(n.-l)(w.-2) , K-l)(»,-2)(».-3) 

T^"'L TS + TTT? +~^ 1^2 

, (»,-l)(».— 2)(n.-3)(>t. ~4) , (».—IX».— 2).. ..(».— 5) 1 
^ 1-2.3 T 12.... 5 J 



»■(«.— i)(».-2).-.(». -7) 
1-2.3. ...8 • 
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, „ r (»,-l)(w,-2)(w,-3) , (H,-l)(»,-2)(».-3)(n.-4) 
""""»L 1-2-3.4 " 1-2.31.2 

, (»,-lK»,-2)....(>t.-5) , («,-!)(» ,-2).... (».-6) -) 
"T 12. 12.. ..4 T 1-2. ...6 J 

9te Classe = »t9 + »>(«i-l) + n7[(«»-l) + ^"'~J}^g'~'^^ ] 

+ i,e[(>.»-l)+(n.-.l)(n.-2)+ ^"'-*^^;:-3'^^"--^^ ] 

+ >i,[(n.-l)4-(w,-l)(nx-2) + ^"*-;;^^«-^^ 

, (»,-l)(ii,-2)(w.-3) , (>i,-l)(»,-2)....(H.-4n 
'^ 1-2 i" 12. ...4 J 

4.,4(Ji.iiJ^--?)+(„,_iX„,_2)+<i^^ 

, (w,-l)(M,-2)(».-3) , (»,-l)(»,-2)(>i.-3)(w,-4) 
T 1-2 T 1.23 

, (».-l)(>».-2)....(>t,-5n 
' 1-2. ...5 J 

, „ r (»«-<)(».-2) I (».-l)(w,-2)(>t.-^) , (>«.-l)(>».-2)(H.-3)(>t.-4) 
"r"»L 1.23 "T" 1-2 ■> 12. 12-3 

, (h,-1)(m,-2)(w,-3) , (n,-l)(»,- 2)(» ,-3)(«.-4) 
I 1.2.3 "T" 12. 12 

, K-l)(w.-2)....(«,-5) _^ (»,— l)(n,-2)....(»,-6n 
"f 12... .4 •" 12. ...6 J 

, „ r (>'»-*)(».-2)(»,-3)(w, -4) , (n,-l)(»,-2)(H,-3)(»,-4)(it.-5) 
"r"»L 1.234 "1 12. 3. 123 

, (n,-l)(H.-2)....(M,-6) , (»,-l)(«,-2)....(n.-7) i 
■f" 12.12.. ..5 1 12... .7 J 

I >»i(>».-<)(«i— 2)....(w.— 8) 
"■" 1.2.3... .9 ' 

lOte Classe = «.ü+»Io(«x-1)+«8[(««-1)+^^^^=^j*=^] 

+n.[(n3-l)+(«.-l)(n,-2)+ ^"'-^>^;!-f"-^>] 

, («,-l)(ii.-2)(».-3) , (ii.-l)(>t.-2)....(».-4n 

"i r3 I 12.... 4 J 
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+n5[^^^ (n«-l)(it,-2)+(n,-lXi».-2) 

, (»,-l)(».-2)(».-3) , (»,-l)(»,-2)(«.-3) 
■r 1.2 "T 1.2 

(n,-l)(n.-2)(«.-3)(».-4) , (f«.-l)(«,-2)....(»,-5n 
1" 123 "T 12. ...5 J 

J.« r ('»«-<)(>».-2) , (»,-l)(«.-2)(n,-3) , (»,-l)(n,-2) 
'r'**L 12 "" 12. 12 "T 12 

+(n3-lXn.-2)(n,-3) + ^»»-*>^"--^^"^-^)^»'-^> 

■ («.-l)(»,-2)(>t,-3) , (M,-lK»,-2)(i».-3)(».-4) 
' 123 "l" 12.1. 2 

, («,~l)(n,-2)....K-5) , (»,-l)(».-2)....(/i.-6n 
T 1.23.4 "T" 12.... 6 J 

r (w.-i)(»,-2)(».-3) , (»,-i)(»,-2Ki«,-3) 
t'*»L 123 "T 12. 12 

, (».-l)(».-2)(n.-3)(ii.-4) , (>i,-l)(».-2)....(M,- 5) 
■f" 12.12 "T" 1.2.1.2....4 

, (n,-l)(n,-2)(«,-^)(»,-4) , (»,-l)(„,-2)(w.-3)(n.-4)(«.-5) 
""■ 1.2-3 "• 1.2.1.23 

■ (»,— l)(»,-2)....(it,-6) , (n,— IX». -2). ...(».-7) 1 
T 12.... 5 "T 12. ...7 J 

. ■■ r(»«-l)(».-2)(»i-3)(»«-4) I (»,-1)(»»-2)(m,-3)(»,-4K«.-5) 
» *^L 12. ...5 ' 1.2.31. 2 

, (n.-l)(«,-2)(w.-3)....(»,-6) ■ (n,-l)(w.-2)....(/t,-7) 
T 123. 12.... 4 "T- 1-2. 1.2.. ..6 

, (n.-l)(n.-2)....(».-8n , ».(»,-l)(n.-2)....(».-9) 
T 12. ...8 J "r 12. ...10 



Anzahl der Variationen. 

Ite Classe =±= fii, . 

2te Classe = «aH-«i(»i— 1), 

3te Classe = »3-|-3iij(ni— l)-]-ni(n,— l)(ni— 2), 

4te Classe «= ii»4-4«,(«,-l)4-3»»[(«2-l) + 2(ii,-l)(n,-2)] 

+ «i(«i-l)(»»i-2)(nx-3), 
5te Classe = ns+5»i«(«,-l)+10if,[(ii,— l)-f-(«x-l)(«i— 2)J 

+5ii,[3(ii,-l)(iit-2)+2(ni-l)(»n-2)(n,-3)] 
. . +iii(«i-l)(«i-2)(»i-3)(n,--4), 
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6te Classe = «6+6ii,(n,— l)-(-15n4[(«j— l)-l-(»»--l)(«,— 2)] 

+ 10n,[(ii3-l)-|-6(ii,~l)(ii,-2)-f.2(«,-l)(n,-2)(n,-3)] 
4-15fi,[(iii-l)(»i,~2)+3(iij-l)(i»a-2)(«,-3) 

+(«i-l)(«i-2)....(»i-4)]+i»,(n,-l)(n,-2)....(na-5), 

7te Classe = it^-f 7«6(»i— l)+21iij[(ii,— l)4-(nx— l)(ni— 2)] 

4-35n4[(ii,-l)+3(n,-l)(ii,-2)-f(n,-l)(n,-2)(n,-3] 
+ 35n3[2(ii,-l)(«,-2)-f-3(ii,-l)(ii,-2) 

+ 6(ii,-l)(nx-2)(«,-3) + («x-l)(»i-2) .... (n,-4)] 
-f 21ii,[5(ii,-l)(ii,-2)(it,-3)4-5(ii,-l)(n,-2) .... (n,-4) 

-f(»i-l)(»i-2)....(nx-5)]+ii,(iix-lXiix-2)....(ii,-6), 

8te Classe = «8+8117(111— l)-|-28n,[(«j—l)-}-(ni—l)(ni— 2)] 

+ 56tt,[(n3-l) + 3(11,-1) («,-2) + (n,-l) (nx-2) (n,-3)] 
+ 35ii4[(n.-l)+8(ii,-l)(ii,-2)+6(n,-l)(n,-2) 

-f 12(ii,-lX»»i-2)(ni-3)+2(n,-lX»ti-2) .... (nx-4)] 
+ 56ii,[5(ii,-l)(n,-2)-|-5(n,-l)(iH-2)(ni-3) 

+15(ii,-lXii,-2X»i-3)+10(ii,-lXnx-2) .... (ii,-4) 

+ («i-l)(»x-2)....(«i-5)] 
-f7n,[15(ii,-lXn2-2X«2-3)+60(ii,-lXfl2-2)(«x-3Xn,-4) 

-f30(it,-lXnx-2)....(nx-5)-f4(iix-lXnx-2)....(iix-6)] 

-f nx(«x-l)(nx-2) .... (n,-7), 

9te Classe = ii9+9ii8(>ii— l)+36»7[(ii,— l)+(iij— lX«i— 2)] 

-f84iie[(«,-l) + 3(«,-l)(nx-2)-|-(iix-l)(«x-2)(nx-3)] 
+ 126«.[(n,-l)+4(ii,-l)(nx-2)4-3(ii,-l)(ii,-2) 

+ 6(ii,-lX«i-2) («1-3) + (»i-l)(»i-2) .. . . (i«,-4)] 
+ 63n4(ii4-l)(ii»-2)+20(ii,-l)(ii,-2) 

+20(ii,-l)(«x-2)(nx-3) + 30(ii,-l)(ii,-2)(«x-3) 

+ 20(ii,-lX»i-2X«i-3)(ni-4)4-2(nx-lX«i-2)....(nx-5)] 
-f-28n,[t0(tt3-l)(ii3-2) + 90(ii,-l)(ii,-2)(iix-3) 

+30(ii,-l)(iix-2)(nx-3)(«x-4)+46(ii,-l)(ii,-2)(ii,-3) 

+ 135 (n,-l)(ii,-2)(iix-3)(iix-4) 

+45(iir-l)(«i-2)....(nx-5)-|-3(«x-l)(«x-2)....(iix-6)] 
+9ii,[105(ii,-l)(ii,-2)(ii,-3)(nx-4) 

+ 140(ii,-l)(n,-2)(iix-3)(ii,-4)(ii,-5) 

4-42(ii,-lX«i-2)....(iix-6)+4(ih-lX»i-2)....(iir-7)] 

+ »x(«»-l)(«H-2)....(»h-8), 

35» 



268 ^^* Weif 9, ebäge Aufgaben aue der CambinmUoHslekre. 

lOte Classe = n,a + 10ii,(«,— l) + 45ii8[(«a— l)4-(i»,— l)(»i-2)] 

+ 30iit[4(ii3-1)+ 12(ii.-lX«i-2)+ 4(«x-l)(tt,-2)(«,-3)] 
+ 210ii6[(n,-l) + 4(ii3-l),(ii,-2)+3(ii,-l)(ii,-2) 

+ 6(«,-l)(iix-2)(n,-3)-f-(ii,-l)(».-2)....(n,-4)] 
-I- 126«,[(«5-1)4- 10(n4-l)(«,-2)-f 20(»3-l)(ii,-2) 
-f20(n,-l)(n,-2)(»,-3) + 30(fi,-l)(»i,-2)(«,-3) 
-f-20(«,-lX»»i-2X»i-3)(«x-4)+2(»i-lX'»i-2)....(«,-5)] 
4-105n4[15(n4— l)(iij— 2)4-15(ii4-l)(«i-2)(»,-3) 
-f20(»i3-l)(ii,-2)-fl20(ii3-l)(»,-2)(ii,-3) 
+ 40(ii,-lX«i-2)(»i-3X»i-4)-f30(7i,-lXii,-2X«.-3) 
+ 90(n,-l)(ih-2)(/i,-3)(ii.-4) 
+30Ciia-lXni-2)....(ni-5)-f2(n,-lX«i-2)....(n.-6)J 
+ 20ii,[140(iij-l)(«3-2)(ni-3)-H315(ii,-lX»a-2X«j-3) 
+ 630(«3- 1 ) C«»-2) (ni-3) («,-4) 
-I- 105 (n,— l)(»x— 2) . . . . (ni— 5) 
-f 630(;»,-l)(«j-2)(ii,-3)(nx-4) 
+ 630(»i,-l)(»ij-2)(n,-3)(ii,-4)(n»-5) 
+ 126(ii,-lX»i-2)....(«i-6)+6(«,-l)(»ix-2)....(«,-7)] 
+ 45«,[21(ii,-l)(ii,-2)(ii»-3)(«,-4) 

+ 105(»i,-l)(iia-2)(n,-3)(n,-4)(»,-5) 
J- 70(»i,-l ) (n,-2) («1-3) (iti-4) .... (it,-6) 
+ 14 («,-1) (»1-2) (n,-3) . . . . («,-7) 
-f(»ii-l)(«i-2)....(»ii-8)j + »,(ii,-l)(fii-2),...(tti-9). 
Beispiele. 

1. Ist »1 =3 »2 = »3 = n„ = ft, so können alle Elemente, so oft 

als es die Classenzahl gestattet, wiederholt werden. Man erhält alsdann fflr die 

Combinationen von der nten Classe den Ausdruck " " "t ^••••t"T"*~ ) 
Setzt man wirklich in den obigen Formeln alle n gleich n, so ergiebt sich: 
Für die Ite Classe =». Für die 2te Classe = "^"^*^ 

Für die lote Classe = »^»+y.^;+^;-^"+^> ; 

wie es sein mufs. In den Formeln für die Variationen alle n gieicli n ge- 
setzt, erhalt man n, ia% ii% .... n^*' fflr die Ite, 2te, 3te, lOte Classe; 

wie es ebenfalls sein mufs. Fflr die Variationen mit uneingeschränkten Wieder- 
holungen ergiebt sich fflr die mte Classe nr. 
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2. Hl = n, ri2 = 0, ftj = 0, . . . . n^ = heifsl: es darf kein Element 
mehr als Imal gesetzt werden. Dies giebt fflr die Combinationen von der Iten, 

2ten, 3ten etc., lOlen Classe n, ^, "(»-^^(»- J), . . . . ül«Z^^^^^^) 

und fflr die Variationen von der Iten, 2ten, 3ten etc., lOten Classe n, n{n—\\ 
n{n—\){n—2) etc., n(n— l)....(ii— 9); wie es bekanntlich sein mufs. 

3. Es soll angegeben werden, wie viele Combinationen der Ausdruck 
a\a\a\a\a\<]^a]ala!^ay^ fflr die 4te Classe zuläfsl. Hier ist n,= 10, n.^ = 8, 
ii3=4, ii4==4; also giebt es deren 

4 + 4.9+8 jl+^(-f^^ = 40+4.79+210 = 566. 

4. Es soll angegeben werden, wie viele Variationen 4ter Classe man 
aus dem Ausdrucke a^b^c^d'e^/^g^h'^fs^tinn erhält. Hier ist ni==12, »2=9, 
W3==7, »4 ==4, also giebt es deren 

4 + 4.7.11 + 27.[8 + 21M0]+12.1M0.9 
= 4 + 308-I-6156-J-11880 = 18348 Variationen. 

5. a. Die lOte Combinationsciasse hat vom Ausdrucke äialalaläiot, 

6 Combinationen ; denn hier ist n^ = 6 , n^ = 5 , 1I3 = w^ . . . . = itn, = 0, 

I Kxu 5.4.3.2. i , 5.4.3. 2. 2.1 , ^ ^ 

also erhält man 1.2.3.4.5 + 1.23.4.2 ! = 6> 

*. Die lOte Variationsciasse aber hat 45.(21 -5. 4. 3.2-4-105.5. 4. 3. 2-2) 
= 1247400. 

Von 3. bis 5. a. hat der Verfasser die Complexionen wirklich darge- 
stellt und die Zahlen richtig befunden. 

6. Auf wie viele, bezflglich der Farben verschiedene Weise lassen 
sich aus 4 weifsen, 3 rothen, 3 grflnen, 2 gelben, 5 blauen Bändern und 1 schwar- 
zen Bande 4streifige Bänder zusammensetzen? 

Ist bei der Aufeinanderfolge keine Verschiedenheit bedungen, so mufs 
man fflr die 4te Combinationsciasse die Anzahl der Combinationen suchen. Es 
ist iii = 6, 112 = 5, »3 = 4, 114 = 2, und dies giebt 

2 + 4.5+^ + ^:l + ff|i|;| = 2 + 20 + 10+50+15 = 97. 

Ist fflr die Aufeinanderfolge der Streifen eine Verschiedenheit der ent- 
stehenden Bänder bedungen, so ist. die Anzahl der Variationen für die 4te 
Classe zu suchen. Dies giebt 

2^4.4.5-f3.5(4-f40) + 6.5.4.3 = 2 -|- 80 U 660 + 360 = 1102. 

München am 3ten März 1847. 
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13. 

8ur quelques theoremes de la geometrie de position. 
8nite du memoire tome xxxi p. 213. 

CPar M. A. Ctyley de Cambridge.) 



§. III. 

JLiorsque j'avais soos la plnme la premiere partie de ce memoire, je ne savais 
pas que la derniere partie du theoreme de M. Steiner sur Thexagramme de 
Pascal (savoir que les vingt points d'intersection des soixaote droites sont 
situes, par qualre, dans quinze droites) avait deja ete demontree d'une maniere 
aussi simple qu'elegante par M. Plücker dans son memoire ^Ober ein neues 
Princip der Geometrie" (tomeV p. 269). En supposant maintenant cetle de- 
monstration connue, je veux examiner de plus pres la correlation de ces vingt 
points, en adoptant une notation plus commode. 

Seit aßyde^ une permutation quelconque des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6: 
cetle permutation peut ötre nommee direete ou inverse^ seien qu^elle est formte 
par un nombre pair ou impair d'inversions. Des six permutations aßyds'C, 
adyZ^ßj cc^yß^^; oLdyßel^, aßy^eS, al^ySaß les trois premieres ou 
les trois dernieres sont direetes. Neos representerons les trois permutations 
directes par {aye). Les trois droites que donne le th^reme de Pascal, ap- 
pliqu^ aux hexagones, correspondantes ä ce Symbole, se coupent dans un des 
vingi points dont il s'agit: point qui peut dtre represente par la möme nota- 
tion {ctys). En supposant que aßydel^edX une permutation direete, le point ays 

correspond an point (yo^?-) ^0 M. Plücker. Partout dans cette section on 

pourra changer les mots ^direete'' et ^inverse." 

Les six permutations des lettres a, y, e ne donnenl qu'un seul point; 
de maniere que les vingt points, dont il a^agit, sont 

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156, 
234, 235, 236, 245, 246, 256, 345, 346, 356, 456. 
Or, pour trouver comment il faudra combiner ces points, j'ecris 

aye 
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et je tire dela le Systeme 

aye aä^ ßyt, ßÖB 

/?Jp ßye' ade' ayl' 
Les quatre points 

aye, adly ßyl, ßde 

seront situes sur la mSme droite, que Ton peut representer par aß.yö.tt. 
Les quinze combinaisons , quatre ä quatre, des vingt points, seront 
/135. 



136, 


154, 


«UU , «-ftcF UaU9 IC 

234, 256 - - 


- 12.35.64 


134, 


165, 


235, 264 - - 


- 12.36.45 


146, 


152, 


342, 356 - - 


- 13.45.62 


142, 


165, 


345, 362 - - 


- 13.46.25 


145, 


126, 


346, 325 - - 


- 13.42.56 


152, 


163, 


453, 462 - - 


- 14.56.23 


153, 


126, 


456, 423 - - 


- 14.52.36 


156, 


132, 


452, 436 - - 


- 14.53.62 


163, 


124, 


564, 523 - - 


- 15.62.34 


164, 


132, 


562, 534 - - 


- 15.63.42 


162, 


143, 


563, 542 - - 


- 15.64.23 


124, 


135, 


625, 634 - - 


- 16.23.45 


125, 


143, 


623, 645 - - 


- 16.24.53 


123, 


154, 


624, 653 - - 


- 16.25.34, 



Ott les droites s'obtiennent en permutant dans 12.34.56 d'abord les demiers 
trois numeros et puis dans ces trois permutations les derniers cinq nnm^ros. 
Par lä la maniere de trouver les droites est claire. 

Cette enonciation des points et des droites, dont il s^agit, en mdme temps 
qu'elle est parfaitement symetrique, est la seule qui se presente naturellement. 
Cependant la symetrie en est si compliqaee et si peu manifeste qa^il sera bon 
d'adopter une autre notation. Pour cela, je forme le tableau aoxiliaire soivant, 
dont Tarrangement est assez clair: 



135 


ace 


851 


eea 


513 


eac 


246 


hdf 


246 


fbd 


246 


dfb 


146 


acb 


346 


cef 


546. 


ead 


235 


edf 


251 


abd 


213 


cfb 


236 


acd 


256 


eeb 


216 


eaf 


145 


bef 


341 


fad 


543 


dcb 


245 


acf 


241 


ced 


243 


eab 


136 


bde 


356 


fba 


516 


dfc 
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Delä. en ecrivant 



( 123 = bcf, 

124 = cde, 

125 = abd, 

126 = aef, 

134 = adf, 

135 = ace, 

136 = bde, 

145 = bef, 

146 = abcy 
156 = cdf, 



234 = «6«, 

235 = def, 

236 = acd, 

245 = «c/, 

246 = bdf, 
256 = 6c«, 

345 = bcd, 

346 = Cef, 
356 = a*^ 
456 = ade; 



et de plus 



C. 



14.56.23 = 6«/, 
14.52.36 = ««, 
14.53.62 = c/', 



16.23.45 = c«, 
16.24.53 = «rf, 
16. 25.34 = 6^• 



12.34.56 = flc, j 13.45.62 = 0*, 
12.35.64 = 6«, i 13.46.25 = crf, 
12.35. 45 = rf/; I 13.42.56 = «/", 

15.62.34 = rf«, 
15.63.42 = 6c, 
15.64.23 = «/', 

savoir (en representant les points 123, 124 etc. par bcf, cde etc. et les 
droites 12.34.56, 12.35.64 etc. par ac, he etc.) on verra dans le ta~ 
bleau {AJ) qae les points situes dans la droite ac sont ace, acb, acd, acf, 
que eeux, dans la droite be, sont hed, bef, bea, bec, et ainsi de suite, 
de maniere que ce Systeme des vingt points et des quinze droites est precise- 
ment le Systeme reciproque de celui des qniifze points et des viogt droites 
que nous avons consid^re dans la premiere section de ce memoire, ou , autre- 
ment dit, que les vingt points et les quinze droites sont les projections sur 
un plan, des points et des droites d'intersection de six plans dans Tespace. 
Seulement la figure plane, ainsi formee, contient quatorze quantites arbitraires, 
tandis que le Systeme de six points sur une conique, n'en contient que onze, 
de Sorte quMl doit y avoir des relations entre ces six plans. On obtient donc 
la forme suivante plus complete da theoreme de M. Steiner (theoreme qai 
en möme temps est le complement du theoreme XII $. 1 de ce memoire). 

Theoreme XIV. 

„Les soixante droites correspondantes aux hexagones formes par six 
points d'une conique, se coupent trois ä trois dans vingt points qui peuvent dtre 






XTT. 



// 

ntr^ ^a f'/ce/y^yo ^'jr^a^^^'' ^^comu^c^ ^ cont.^'^«^^^^^ 
-^v^j fe^O eou^e ^ ^../!ht-7ynt^*v&* "^ y/' a ^vre^y<e^ '''" ' '^'^ ^^ ^*" 



} ntMjii^'i^.e^^s. 




^r)4^ta^^<i'i^o*u' "^ e^^y'J i^^ctu) e^tt^j' ja'ULj^ aru' «^t'«^/««-Ä'X-*- 
^ftV'Cau^^. iurt^u ->»<r^/»\. ajAj^e. <£>^h<ieL, ouJt^^ yy'je^<:«j»-r^^ 



^^i)iK ai' /^Oi^yo O^y, j^Mi ^5j«äe.«A_ 



■"'i-*. 



v.r 
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eonsideres comme les projections des poiots d'intersection d'un Systeme de six 
jrians (dont d'ailleurs la liaison reste encore ä chercher).'^ 

£galement 

Theoreine XIll. 

^Les soixante points correspondants aux hexagones formes par six 
tangentes d'une conique, sont situ6s trois ä trois sur vingt droites determinees 
par des plans qui passent par trois points quelconqaes d'un Systeme de six 
points dans lespace (la liaison de ce Systeme de six points etant encore a 
chercher." 

§. IV. 

Soient a, ff b, g; c, h les points correspondants d'un Systeme de 
points situes sur la möme droite, et en Involution. Nommons „fitisceau'' les 
trois cötes d'un quadrilatere qui se coupent dans un mdme point et yytriangU^' 
les trois cötes qui ne se coupent pas dans un möme point (de sorte que dans 
tout quadrilatere il y aura quatre fmseeaux et quatre triangUs^ Les qua- 
drilateres dont les cötes passent par les six points en Involution, peuvent ötre 
classes en deux systemes; Dans le premier les faisceaux passeront par fy g, hf 
f,b, c; g, c, af hy a, b, et les triangles par a, b, cf a^g, A; b,h,f; c,f,§; 
dans Tautre il en sera le contraire. Deux quadrilateres qui appartiennent a. ces 
deux systemes respectivement, peuvent ötre dits „en rapport inverse Tun a 
Tautre/' Soient ABCD, AB'CD' deux quadrilateres non situes dans le möme 
plan, et soumis a la condition que les cötes 

DA, B'C; DB, CA; DC, AB'} BC, DAf CA, DB'} AB, D^C 
coupent la droite dans les points 

f> 9y ^> «> b, c 
respectivement. Les deux tetraedres ABCD, AB* OD*, et egalement les 
tetraedres ABVD et ABCD*} ABCD ei ABCD*} ABCB et ABCD 
seront respectivement inscrits et circonscrits Tun a Tautre. Car en considerant 
par exemple ces deux-ci: ABCD, AB*CD*: A est dans le plan B'CB, 
B est dans le plan CD*A (parceque les droites JIB, CD* se rencontrent) ; 
C est dans le plan D*AB* (parceque AC et B'B se rencontrent) , et D^ 
est dans le plan AB*C* (parceque AD et B*C' se rencontrent). £galement 
A, B*, C, D* sont situös dans les plans BCD, CDA, DAB et ABC 
respectivement; et cela verifie la relation dont il s'agit. Ce theoreme ert du 
ä M. Möbius qui Ta obtenu par son Calcul Barycentrique (Yoyez Crelle Journal 
tome ni p. 273)^. et en conaidörant nn aysteme polaire dans lefnel le plan 
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reciproqae d'un point quelconque passe toujonrs par le point möme (V. Statik 
G. VI §. 86 et Crelle Journal t. X p. 317). On trouve aussi quelques remarques 
sur ce sujet dans „Systematische Entwickelungen etc. de M. Steiner p. 247.'' Je 
ne croyais pas inutile d'en faire voir la relation avec la theorie de rinvolution. 
Remarquons aussi que non seulement les quadrilateres ABCD et AB'C*D\ 
mais aussi ceux ÄBCiy et ABCD, ACB'D' et A'C'BD, ADB'C et 
A'D'BC sont en rapport inverse entre eux. Par cela la symetrie de la fig^ure 
est completee; mais on n'en tire pas des nouveaux systemes de tetraödres 
inscrits et circonscrits. 

M. Möbius a demontre quMl n'existe pas des quadrilateres reels simples, 
a quatre cotes et quatre angles, inscrits et circonscrits. Mais en considerant 
les points imaginaires, Texistence en est possible, et on trouve des systemes 
de cette sorte parmi les neuf points d'inflexion d'une courbe de troisieme 
ordre. Je renvois cette discussion ä une autre occasion §. V. 

Je me bomerais, sans examiner de plus pres la figure qni en resulte, 
a demontrer le theoreme suivant: „Si un point etn droites sont donnes, les 
points d'intersection de chaque droite avec la polaire du point , relative aux 
autres n — 1 droites, sont silues sur une mdme droite polaire du point, relative 
au Systeme des droites.'' Je prends un Systeme de droites, formant une courbe, 
et j'entends par polaire ou droite polaire, la derniere des polaires successives 
du point, relative ä la courbe. En representant analytiquement la courbe par 
F = 0, F est une fonction homogene du premier ordre de or, y, Zy et si 
aißiy sont les valeurs de xiyiz relatives au point, requation 

est Celle de la polaire dont il s'agit. 

Seit /i = 0, y=0, r = 0, ...., les equations des droites, p^ y, r, .... 
seront des fonctions lin6aires Ae x, y, z. Soient comme plus baut x:y:z 
sssaißiy les Equations qui d^terminent le point: l'equation de la droite po- 
laire du point, relative aux n droites, est 

(aö,-f-/9öy+yöj'^>yr.... = 0. 

Soient a, b, e, .... ce que deviennent p, q, r, .... en ecrivant a, ß, y, 

au lieu de ar^ y, s:, . . . ., on obtient aisSment 

^d^-ifßdy-i^yd^ = aöp+ftö^-f ; 

et delä on tire 

{adj,'\-hd^'{-edr'\'....y^^pqr.... = 0, 
poor la polaire cherchee. Les diff^rentiationa 6taiit effectaeea selon p, i,r, ....^ 
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comme variables independantes, cn oblient 

ou, ce qui est le möme: 

De möme la polaire du point, relative aux droites 9==0, r = 0, ...., est 

et par cette raison rinterseotion de cette droite avec ;i=0 est evidemmMt 
sitii^ sar la droite polaire da point, relative ä toates les droites; ce qni proore 
la proposition dont il s'agfit. 

Par exemple, en consid<6rant les droites BC, CA, AB qui passent 
par trois points A, B, C: la polaire d'an point O, relative aux droites AB, AC, 
est une droite Aa teile, que AB, ACf AO, Aa forment un faiseeau har- 
nnonique. Seit a le point dMntersection Ae Aa et BC, et sapposons le m^me 
ponr les points ß^ y: les points a, ß, y seront situös (eomme on le sait) 
sor «ne mdme droite, qui est celle que je nomme polaire de O, relative aux 
cötes du triangle, et que M. Plüeker a nomm^ ,yharmomcale.^' On sait de 
plus que les droites Aa, Bß, Cy peuvent £tre construites eomme suit En 
prenant a, b, c pour les points dintersection de OA, OB, OC avec BC, CA, 
AB respecUvement, les droites he, BC} ca, CA; ab, AB se rencontreront 
dans les points a, ß, y; ce qui offire une regle facile de construire la polaire 
d*nn point, relative a un nombre quelconque de droites. 

Remarquons en finissant que la conique qni pasifi per les points ^^ B, C 
et qui touche deux des trois droites Aa, Bß, Cy, toudie anssi la trd* 
sieme et est eiEectivement la polaire eonique du point, relative aux trois cötis 
du triangle. En combinant cela avec la propriete connue que la r*^^ polaire 
de (y, relative ä la m6me courbe, passe par O, si la n — r^*"* polaire d*un 
point O, relative a une courbe du n'^^ ordre, passe par un point (y, on 
obtiendra le theoreme 22. de Mr. Steiner (Grelle Journal t. IV p. 209). 

Londres, Janvier 1847. 

(Ces recherches seront continu^es.) 
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14. 

£iii eigenthümlicher analytischer Fall bei der 
Theorie der Kurbel. 

(Vom Herausgeber.) 



Dei den theoretischen Untersuchungen Aber Dampfmaschinen, mit welchen 
sich so eben der Herausgeber dieses Journals beschäftigt, und bei welchen 
es auch auf die Theorie Aev Kurbel ankommt, ergiebt sich unter andern eine 
Aufgabe, wetehe auf eine mgenthümliche Weise sich auflösen läfst. Es möge 
diese Aufgabe und ihre Auflösung hier einzeln mitgetheilt werden, da das Ver- 
fahren auch in andern Fällen anwendbar sein kann. 

Wenn man die vorausbestimmte Geschwindigkeit der Kurbelwarse am 
Anfange ihrer Bewegung durch einen Halbkreis hindurch, dessen Durchmesser 
die Richtung der Bläuelstange hat, die inmier parallel mit sich selbst bleibend 
angenommen wird, durch ro, die Geschwindigkeit in irgend einer andern Lage 
der Kurbel, welche gegen die anfängliche den Winkel t^ macht, durch r^, 
das Gewicht des Schwungrades durch M, die von der Kurbel in Bewegung 
Bu setzende, bestimmte und unveränderliche, auf die Bläuelstange reducirte 
Masse des Wagebalkens etc. durch iV und die, auch von yj abhängende und 
also mit yj zugleich veränderliche Gröfse, welche durch dasjenige Krafbnopient 
der Bläuelstange bestiiinit wird, welches Statt finden mufs, damit die Ge- 
schwindigkeit der Kurbelwarze am Ende des halben Umlaufs wieder der r^ 
am Anfange glmtk sei, damit ein Beharrungsstand der Bewegung Statt finde, 
durch Z bezeichnet, so ist 

*• > — Af+iVsint^«' 
Die Aufyabß ist nun: 
Da^eniße Gewicht M des Schwungrades zu finden , welches nöthig 
ist, damit die Geschwindigkeit v^ nirgend, (für kein y;) kleiner sei 
als ein vorausbestimmter Theil von r^^ z. B. nirgend kleiner als c. 
Die Herleitung und Begründung der Formel (1.), so wie die Angabe 
des Ausdrucks von Z durch tp in den verschiedenen Fällen , kann hier fflglich 
übergangen werden, da es nur auf das analgtische Verfahren bei der Auf- 
lösung der Aufgabe ankonmit. 
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Das Dfidiste sich darbietende Mittel zur Auflösung würde sein, dafs 
man zunächst für ein unbestimuUes, unveränderliches ilf, den ftMiur/^i Wertb 
von v^ suchte. Dies würde, wie bekannt, dadurch geschehen, dafs man das 
erste Differential von r^ gleich setzte und darauf den sich daraus ergebenden 
Werth von rp dem rp beilegte. Da v^ dann durch M und die übrigen Grölsen 
ausgedrückt gefunden sein würde, so würde man für das kleinste v^ einen 
Ausdruck mit M ohne ip erhalten. Dieses kleinste Vy, wäre nun gleich c zu 
setzen, und aus diesesn Ausdruck wäre ilf zu suchen, welches das verlangte 
Gewicht des Schwungrades sein würde, weil für dieses Gewicht die Geschwin- 
digkeit p^, wie es die Aufgabe verlangt, für kein yj Ideiner sein würde als c. 

Aber es ist leicht zu sehen, dafs man, wenn Z eine, nur einigermaafsen 
von t/j vertvickeU abhängende Gröfse ist (und das ist sie bei der Aufgabe 
zum Theil wirklich), eine höhere Gleichung erhalten würde, aus welcher M 
zu suchen wäpe; ja selbst, dafs M sogar nicht ohne Zuhülfenahme der Ent- 
wicklung in unendliche Reihen zu finden sein dürfte. Jedenfalls würde die 
Rechnung mühsam und ^weitläuflig sein. 

Statt dessen läfst sich mit Hülfe folgender Erwägungen das gesuchte M 
unmittelbar finden, oAne erst aus (1.) das kleinste v zu berechnen. 

1. Der Ausdruck (1.) giebt nemlich: 

rt m| Z — VtpNslnyß^ 

Setzt man hierin Vy,=^c, so dafs 

c*— vj 
ist, so giebt dieser Ausdruck (3.) offenbar für Jedes beliebige %p jedesmal den- 
jenigen Werth von M, welcher macht, dals für das nemliche yj in (1.) v^ 
= c ist. 

2. Für jeden andern Werth von rp giebt (3.) einen andern Werth 
von ilf. Denn wäre es anders, so müfste, wenn z. B. rp^ und tp^ zwei ver- 
schiedene Werthe von tp, und itf^, Ü^ und Z^, Z„ die zujfehöri^en Werthe 
von M und Z bezeichnen, 

M, = ^hUp^^ = Jf, = ^»-f ^f V>'- , also 

4 — ^l~ ==z c^N, gleich einer uwoerändertiehen Gröfse sein; 

sinV^jfc — sint/;« 

was für jeden Werth von Z und sinV' nicht der Fall ist. 
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3. M Bimmt nan auch nadi (3.) ndt ^ nicht immerfort ab oder zu; 

SM. 
denn -^— ist nicht für alle ^ stets positiv, oder stets negativ. Also mufs es in 

(3.) wetfiigstens einen endlichen Werth von M geben, der gröfser ist als die 
vorhergehendön und die folgenden. Es kann deren, je nach der Beschaffenheit 
von Z, vielleicht mehrere geben (bei der Kurbel giebt es nur einen, auf 
welchen es ankommf). Ein solcher gröfster Werth von M werde durch M^ 
bezeichnet, und die zugehörigen Z und \\) seien Z^ und \p^. 

4. Aus (1.) erhält man femer »^(ilf+JVsinv^) = Z-f iPfrJ = 
Z— iVslnV'*-t?2+(ilf+2Vsinv^)r2, also 

und ans diesem Ausdruck folgt, dafs Vy, ffir jedes, dasselbe bleibende yj mit 
Jlf zugleich wfichst und abnimmt. Denn da rechterhand M nur im Nenner 
vorkommt, so nimmt f^—vl, ab, und folglich wächst r^,, wenn Jü wächst, 
t^ — r^ nimmt zu, also v^ ab, wenn M abnimmt. 

5. Gäbe man nun dem Schwungrade z.B. das Gewicht Jfi,, weldies 
nicht das gröfste M^, also kleiner als ilf^ wäre, so würde dieses Gewicht 
zwar fflr den Winkel ^ = ^„ die Geschwindigkeit c hervorbringen, aber für 
den Winkel rp = tp^, welcher, dem gröfstsn Gewicht M^ entspricht, eine 
kleinere Geschwindigkeit: denn für M=M„^ ist in (5.) v^^ '=Cf für ein 
kleineres M dagegen, z. B. fttr M=M^^ würde zufolge (§. 4.) ^y;^<ic 
sein; was nicht sein soll. 

Giebt man dagegen dem Schwungrade das gröfste Gewicht M^^ wie 
es aus (3.) sich findet, so bringt dasselbe in (5.) für den zu ihm gehörigen 
Winkel V'm äie Geschwindigkeit v^^ = c hervor, und fflr jeden andern Win- 
kel rpn eine gröfser e Geschwindigkeit: denn fflr i^==i^„ ist in (5.) t?^^ schon 
fflr M^=M^ gleich c, also ist, da r^^ nach (§. 4.) mit M zugleich wächst, 
v^^ fflr das gröfsere M^ gröfser als c. 

Ganz so verlangt es aber die Aufgabe, und folglich ist das gröfste M, 
welches sieh aus (3.) ergiebt, das gesuchte, und zugleich ist der Winkel ^m, 
fflr welchen es Statt findet, derjenige, fflr welchen die anfängliche Geschwin- 
digkeit «0 bis zu der ihr bestimmten Grenze c abgenommen hat. 

Die Aufgabe wird also gelöset, wenn man in (3.) das erste Differential 
von M nach t^ gleich Null setzt, was 

6, ^— = 2ir^iVsinv/cosv^ 
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giebt, den hieraus sich ergebenden Werth von y/ nimmt, welcher der Winkel t/j„, 
ist, für welchen die klmnste Geschwindigkeit c Statt findet, und dieses rp wieder 
in (3.) setzt; wodurch man dann das gesudite M eiAifäX. 

Schon dadurch, dafs die Formel (3.) die veränderliche Gröfse \p nur 
im Zähler enthalt, nicht wie (1.) auch im Nenner, ist das hier angege- 
bene Verfahren leichter und kürzer, als wenn man nach der andern, im Ein- 
gange gedachten Art, erst yon Vy, aus (1.) den kleinsten Werth sucht, um 
daraus weiter M zu finden. 

Für den Fall einer Dampfmaschine akne Absperrung des Dampfs im 
Dampfstiefel ist 

7. Z = 4y(^_^(l_cosv))(?A, 

wo Q den Druck des Dampfs auf den Dampfkolben, l die Länge des Kolben- 
laufs und ff die Höhe des Falles eines Körpers in luftleerem Raum in der 
ersten Secunde bezeichnet. Dieses Z giebt also in (7.) 

8. 2ffQl{l—j^7isin%p) = c^NsmyjcoByj, 
und Dies für sin^^ eine Gleichung vom 4ten Grade. Für den Fall mit Ab- 
sperrung des Dampfs ist freilich die Gleichung,, welche rp^ giebt, Tial ver- 
wickelter. In beiden Fällen kann man übrigens bei Dampfmaschinen iV = 
setzen, und dann läfst sich aDerdings M auch unmittelbar aus (1.) finden. 
Doch darauf kommt es hier nicht an. 
Berlin im März 1847. 
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15. 

Zwei geometrische Aufgaben; nebst den Auflösungen. 



I. 

Aufgabe. Durch vier in einer Ebene beliebig gegebene Puncte 
vier gerade Linien so zu ziehen, dafs sie ein Quadrat einsehliefsen. 

Erste Auflösung durch Rechnung. (Von dem Herrn Prof. Dr. Lehmus 

zu Berlin.) 

Die vier gegebenen Puncte seien A, B, C und D (Taf. II. Fig. 1.)? 
so kann man verlangen, dafs die Linien 

durcb A und B, so wie die durch C und D, \ ^,, 
oder durch A und C, so wie die durch B und -^W j 
oder durch A und D, so wie die durch B und C ) 
Es sei der letzte der drei Ffille bestimmt. 

Die Abscissen-Axe sei CD, der Anfangspunct der Abscissen C; die 
Gleichungen der yier zu ziehenden Linien seien, fflr rechtwinklige Coordinaten: 
1. y+;iar+y = 0, y^piX'\-q, = 0, y+P2i€+q2=0, y-^-p^x-^-q^^O. 
Die Coordinaten der Puncto Aj B und D seien a und.Oi, b und b^^ und c, 
so gehen die Gleichungen (l.^^ Aa A, B, C und D in den zu ziehenden 

Linien liegen sollen, in 

y-{^px — at — ap = 0, 

y'\-p2^'^/ip2 = und 

y-j^p^x ' = 

ttber. Diese Gleichungen geben weiter, da die Linien sich unter rechten 

Winkeln schneiden und paarweise pariillel sein sollen, weswegen 

3. i-\^ppiz:t=0, i-\^p^p^ = 0, p = pz und pi^p2 

sein mufs: 

yJf-px —a,—ap = 0, 

_lar-6, + A == 0, 

4. { ^ ^ 

. y + P^ = ®' 

So werden die vier Linien ein Rechteck einsehliefsen. 



:,f • . Ulm seien ' ■-. !" '.:!.. : :•-:'•>■ '■ . '^ ■• ■•.^- ->■-'' •': =' '-^'Vi.- 
0?! und /i die Goordinaten des DuMÜao&ilttspuotB ifof Geraden dirdi;^ nnd Ci 
X2 nnd Xz----- ---- ----C' und jD, 

;r, nnd ^3 - - - - - - - - - - - - ~ B und D, 

so erhilt man 

Die Bedingung, dafs das von den 'lier' Linien umsdiloss^eR^liteek 
ein Quadrat sei, ist ' ^-^^ • 

nnd daraus folgt sowolil r^' •' ' • ^^ ' 

7. » =^ '-^ — j-^, als aucn 8.. n = r-z — -. 

Jeder dieser beiden W^rthe; T9n |i« iq (;4i) geselzli^igl^viUe Crleiobungen 
d«7 yi^r «Q Jiiekenden Linien; so d^&ii« ai^e[nfipen^9aeA# lyasMliiedene 
Quadrate 9iu,erlaqgen sind. .^ , , 

9. c—b — ai=^X) nnd zugleich* «*-lfct^'(jf,.ftp wie für 
10. h — c — a = dha zugleich ^^*^i = 
Ist p unbtstimiM, mid fAr ,/rifeit &^>>dfi7«fi'*Werth vöii jr geffiW däpii'äie 
Gleichungen (4.) ein Quadrat, also alsdann 'äi]|6ir(fflW''1)^^V 

! 2wt1te Aitftösuaf , (iarc|i^i^eioKiNili^|;^. - ^ . 

Die vier gegebenen Puncto s4en Ä, B, C nnd /> (Fig. 2.) ivdoei 
sei der Fall angenommen, wa die dnrcli 4 ui)d4%;ZU.|||rilMnd^pJL|ftien mit\den 
durch J9.und C gehenden eii^ Quadwfß eiqschliefseq AoUen. y> - ,v , y | 

Man dehe über AB1.9l\& OJorchiA^saei^ yi^ :Ab9ii;^ so. übe^. tjD^ 
als Durchmesser, Kreise,. und durch .die Mittelpuocte P und der beiden 
Kreise EF auf AB und^ GBh wl CB j^nkrteht. :\>mai «teh« |ttw\'d|irch 
zw« dei; JPnncte, in wtdchen iS^ upd^^ttf die Kreise schneiden, z. B. djurdb 
£ und Gf die Gerade jECr^ und hierauf* durch die Durchschnitte M unp N 
der Linie EG mit den beiden Kteisdn uni ^ikch A jxak CimABmAD 
die Gerade» ANth CMli, BNK udd OMK, so ist KMLIS ein QuaJ^at. 
Denn 4:A{I/ :nnd JQHIi^ ala Scheitelvffnkel von JiVB und ClUD, bind 
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rechte, und MNL und LMNt als Scheitelwinkel von ANB = \APE und 
CmG^^GQGyWkA haOe reckte WhtkeL 

T - ... .. n. ' ^ ' '.!,.. 

(Vom Herausgeber dieses Journals.) 

Aufgabe. Durch beliebiffe und heUebiy viele p iß.efner Ebene gege^ 
bene Puncte, gerade Linien so zu ziehen, da/s sie ein Viileek von voraus^ 
bestimmtem Fldchen-'Inhatt und tnU vorausbestimmten Winkeln einschliefsen. 

Auflösung. Die Functe E (Fig. 3.^ in der Eb^e seien dadurch 
gegeben, dafs die Steilen ii und die Winkel c'Ws ^ielecfcs, in dessen Ecken 
^ioPuncte.JBI liegen I bestimmt sind. 

Der Flächen-Inhalt 

11^8 Vielecks E^EiE^ .... sei = P^ 
Des Vielecks B^B^B^ . . . . = Q, 
Der Dreiecke E^B^E^, E^B^E^^ p= A^, A», 

Dann ist 2. Ai-{- A^-f A, .... + A„ = P— Q, 

wenn nÄ\e Anzahl der gegebenen Funde E beteibhiiet; 

Der Inhak Aj z.B. des Dreiecks E^B^Eihi^^BiE^-E^Bysmif^ 

=^a,'E,B,sin(p,, md dBE,B,=-£^*sin(e,-(p^)=a,^^^^^^ so ist 

3. A3==4.^.^n(^il^?^ 

Cyveil 2sinO?,— y3)siny3 = cos((/?|— yj)^^,) — eps((/?3— yO+Vi))^ odet 
auch der Inhalt dM «ten Dreiedka: 



A 



, 4. A^„=i i^^[eos(/3^— avJ-eos/JJ. 



Nun Mt, 



H^^, 



r I. 



/ 






i>ai<- 






!♦. t . • 



• »1 1 . • • • • . 



• ■ •• » . 
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Dies in (4.) gesetzt, giebt 
6. A^==j^g^[cos2f/9,-}^^4-/S^ 
o'^ör, wenn man der' 'Kflrise wegen 

setzt: . 



«l 



8. ^m = 43jj^[cos2A^cos2yi4-sm2A,,sin2y4— cos/9^J 
Dies weiter in (1.) gesetzt, giebt 
9. 4(|i^g) « jrj4^[cos2iiöos2yi+shi2iliöm2yi— eos/jg 

' -t;5- £cos2 Aa cos 2 9)i -f sin 2 A2 sin 2 y^ — cos /S,] 



sm/ 
■;«- [cos 2 A3 cos 2 yi -f sin 2 is sin 2 yi — coa(?a] 



sin 



_2 

;-V[cös2A„cos2yi -f- sin2i.„sih2yi — oos/J„]. 



Man setze der Kflrze wegen 

J <^C082ii <4co»Äj «^cos2As a^CM^il« , 

so giebt (90 '^*- ^,, 

11. G = il!fco82y,+ iV8m29Ji ^ 
and daraus folgt ^r ^ ^ 

ilf'Cl— Mn*2y,) = €? — 2<?3?8iiiayi+iV%in»29)5 oder 
(M* + N") sin*2 9?! - 2 eiVsin2 y, -f 6« — JT = 0,' also 

sini<p, = — =-i jtf«+jv« — -ir7 0«»«' 

12 siD2<» — GN±MV(M*+N*^.GM . 



Ähnlicherweise findet sich i;!:: ., . .;.* . 

Dieses giebt den Winkel (pi^ unter welchem dJQ Lioji^^j.J^ ^^zogen werben 

mufs. Die Winkel 929 <Pi^ finden sich durph Wei^errüpken. der Zeiger, 

je um 1. 

Die Seite BiB2 = bi z.B., des Vielecks Q, findet sich wie folgt. 

Es ist ÄiiB2=;|^-sinyi 'ind Ä2^=^-Än(«3^Pi)«^^ -sinCÄ+z^j-ej-yi) 
(5.), also ist 

^ 14. *, = B,E,-B,E, = ^^1^- ««^'»(/?.-fjg«~^.-y.) , 

9 sm/J, . : 5in^j^ . ^ . . 

Sind nur drei Puncto E in der Ebene gegeben , so werden idurch die 
Winkel ß upd den Fl^chen-Inbsft Q angleic^ die l^eHfn der Figuren Q be- 
stimmt, also finden sich dann aus (13. oder 14.) die Winkel ^1, (p2 und 973, 
unter welchen die ScheitelHnien jgezogen iKrbrden mfls^QQ« damit sie ein völlig 
# bestimmtes Dreieck Q einschliefsen. 

Für vier gegefbene Puncto E wflrde in (^.) , " 
15 \^i = ißi^ ^3 =^ A+/32+i/?3-^2-«s und 

sein. Sollen femer die Winkel ß einander gleich, also reckte Kinkel sein, 
so wfire 

16. Xi=^^/ Ä, = |p-Ä«2, X3=^|j^fi--€3, X4=^|<>— 4^«3T--«4. 

In (10.) wäre dmm ^<' ^ J I 

17. I M ==^'::^H#si^2€2+4f^ + O ^ '^ 

\W ='5^-|^cos2iä|,4^cos;^^ 
woraus sich>weiter n^ (12. oder 13.) 5p findet. In (14.) w8rt^ ' '^'''''* 

18. fti = aiSinqPi^4-a2ato(9^i^e2)'*Ad''^^ '" '^^ 

Äj = a2sift9>2— ^ shi (€4—^4) = «2sirf(yi+€2--^)— «3 sin (3p— €j^€3-i-«4— ^[7 oböl» 
ij = «ÄiC09(yi-if*ti) — flyrti(*(>*i-(4p — «J— 4?i> ^er 

19. *2=-^Aücoi<yi + ai)-hÄ3Coi?(«i-Vi-9ii). , . 

Setzt man 61 = 621) so llfst sich daraoi §^1 ausdrOckei^ und setzt man diesen 
Werlh von <p in (12. oder 18.), so finden sich i9 tiid -folglich der Inhalt 
des Quadrqtff Q,tiA^ ^^''^J^^^!^.:^^^ die Seiten.ni^ Winkel 

der gegebenen Fi^r ausgedrflckt. 

■ ■ ■ ■ .-> .. . ,. 
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16. 

Untersuchungen über die Reihe 

-f-(l_^)(l_yy)- -r(l_y)(i_y^)(i_^r)(l_y)'+')-^1--" 
(Von Herrn Dr. £• Heine, Privatdocenten an der Universität zu Bonn.) 



Eii^ieitanff. 

m 32ten Bande dieses Journals^ habe ich einige Eigenschaften obiger Reihe 
angegeben ) und zwar vorzugsweise solche, die mit der VerwandluQg der-« 
selben in die Kettenbruchform zusammenhangen. Die dort angesteOten Un- 
tersuchungen will ich hier wieder aufnehmen, und im Zusammenhange die 
Resultate entwickeln, zu welchen die Yergleichung der obigen Reihe mit der 
von Gaufs behandelten hypergeometrischen Reihe fahrt. 

Die zu untersuchende Function hangt von den fünf Gröfsen a, ß, y, q^ x 
ab, welche wir ihre Elemente nennen; und zwar heifst a das erste Element, 
ß das zweite etc. Die Summe der Reihe bezeichnen wir durch (fipL^ß^y^q^x)'^ 
jedoch mit dem Vorbehalt, dafs es erlaubt sei, da, wo keine Zweideutigkeit 
entstehen kann, eins oder mehrere Elemente ans der Parenthese wegzulassen. 

Da die Reihe durch Vertauschung des ersten Elements mit dem zwei- 
ten nicht verändert wird, so hat man zunächst die Glei^nng 

1. q>{a, ß, y, y, x) = (p{ß, a, y, q^ x). 

Ist eine der Gröfsen a, ß eine negative ganze Zahl, so hat die Reihe offenbar 
eine endliche Anzahl von Gliedern; in allen übrigen Ffillen wird sie nicht ab- 
brechen, sondern ins Unendliche fortlaufen. 

Die Elemente a, ß, y, x können reell, oder imaginär sein, während q 
immer reell angenommen werden wird. Ist ^ = 1 , so nehmen die Coöfficien- 
ten der verschiedenen Potenzen von x die Form % an, lassen sich aber nach 
bekannten Regeln leicht in Brüche verwandeln, deren Nenner iricht verschwinden. 
Dividirt man dazu die einzelnen Faetoren, im Zähler sowohl, als im Nen- 
ner (und die Zahl derselben ist gleich grofs) Jedes dieser CoSfficienten durdi 

1 — y, und berücksichtigt, dafs sich fttr ^ = 1, j:::"T- '** * verwandelt, so 
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findet man, dafs (p{oiyß,Y,qj^) für 9 = 1 in die 6rati/Jrische hypergeome- 
trische Reihe 

übergehl; weshalb wir im Folgenden den Fall y = l ausschlfefsen werden. 
Der Fall q>^ läfst sich leicht auf den zurückfahren, wo q kleiner als 1 ist; 
man kann sich dazu der Formel 

bedienen, die sich unmittelbar aus der Definition der (p ergiebt. Wir werden 
daher in den folgenden vier Abschnitten, ohne die Allgemeinheit zu beschrän- 
ken, annehmen können, das vierte Element q sei kleiner als 1; im fünften 
Abschnitt wird es zweckmfifsig sein, diese Annahme fallen zu lassen. 

Dadurch, dafs a^ ß, y auch imaginär sein können, ist es möglich, die 
Factoren, in welchen eins dieser Elemente vorkommt, z. B. (1 — y*), (1— ^"^O^ 
(1— 9"^^), etc. so umzugestalten, dafs die Potenz von q nicht mehr von 1 

abgezogen, sondern dazu addirt wird. Es ist dazu nur nöthig, das Element 

* • 

um r~ SU vermehren. Setzt man z. B. a4- ; statt a^ so verwandeln sich 

log7 ' log7 

die Factoren (1— ^), (1— y"*^), etc. in (1+^**), (1+^"-^'), etc. Es bedarf 
kaum der Erwähnung, dafs unter der aten Potenz von q für ein reelles a, 
wenn q positiv ist, die positive reelle Potenz verstanden wird, während, wenn 
a von der Form a-\'bi ist, ^ das Product von q^ (d. h. der positiven reellen 
//tea Potenz von f') in co8{blogq)'\'isia{blogq) darstellt, wo logq der reelle 
natürliche Logarithmus von q ist. Für ein negatives q soll unter q^ das Pro- 
duct von ( — qY in (cosaTr-f-t sinaTi) verstanden werden. 

Ist 9 <Cl , so nähert sich das Yerhältnifs der Coöfficienten von x'^ 
und 0?^"+^ nämlich )i_L^J^i^Li^m[ ^ so wie m wächst, der Grenze 1. Hier- 
aus folgt unmittdbar, dafs die att untersuchende Reihe oonvergirt, wenn o? oder 
sein Modulns kleiner als 1 ist, dagegen divergirt^ wenn der Modulus von x die 
Einheit übertrifft Ist endlidi dieser Modulus =s 1 , so divergirt die Reihe gleichfalls^ 
indem, wie im 3ten Abschnitt gezeigt werden wird, in diesem Falle die erste Be- 
dingung für die Convergenz einer Reihe nicht erfflUt wird, nämlich die, dafs die 
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uaendlich entfeniteii Glieder^ wie man sich anszudrOoken pflegt, nack Nall Üb oon- 
vergiren. Bricht die Reihe ab, so kann von Divergenz nicht die Rede sein. 
Die GaupAsche Reihe F{a, ß, y, x) verwandelt sich durch Differen- 
tiation nach X in eine Function von derselben Art; bei den (p findet etwas 
Ähnliches Statt. Man hat nämlich die Gleichung 

und kann durch wiederholte Anwendung dieser Formel fflr jede ganze Zahl n die 
Function (p{a-\-n,ß'\-n,Y'\-n, q, x) durch cp (a, ß, y, q,x)^q) (a^ ß, y, q, qx) etc. 
bis q>{cL,ß,y^q9q'^x) ausdrflcken. 

Es scheint zweckmfifsig, zu zeigen, auf welche Art eine Anzahl in 
der Analysis häufig vorkommender AusdrOcke durch das Zeichen (p sich dar- 
stellen läfst. Man findet 

(l-,.)(l-^i)....(l-^--fi) „^ 
T^(l-9)(i-,») ....(l-flT) '^ X -f..., 

Hieraas folgen als besondere FfiUe die Formeln: 

— 1 + (!_,) i-(l_^)(l_,,.)1-----1-(l_^)(l_,a)....(l_^)i---"' 

= ^""(r=T)"^(i-v)(i-7')'~"'*-(i-7)(i-9*i—(i-r)^"**' 

wenn g eine unendlicli gro&e Zahl bezddueL BefaSlt man die von Jaeobi in 
den „Fundamenta nova theor. funct. elliptic." angenommene Bezeichnung bei, 
und setzt e^^ = e» so wird (Fund. p. 183) 



7. .•«C-|£)=^,i..W-X.(|)). 



;■) 



wenn man 



setzt. Wie man diese Reihen bi miendliche frodncte verwandeln könne, findet sich 

38» 
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in Abschnitt III. nnd IV. auseinandergesetzt. Ferner hat man.(Fnnd. p. 100 et seq.) 

2Kx 

cos am 



«• ^ 2XF = «>»«"&- + »> (^) - Kt)\ ' 



Sin am 



n 
2Kx 



»■ ^- 215-= u,„gx-ij*,W_*.(l)[, 



sm coam 



10. tsmam sincoam = -ri — ^i^aC«) — ^2( — j^ 

;r sm coam ^ ^' 

n 

^(«) = y(l, j^, 1 + j^, y, y«), 

^,(«:)=)/«y(l,i, f, y*, -^«), 

Aufserdem wird (Fond. 103) 

13. 1+M^am^ = ^.(«)+A(-i), 

Durch Yertauschung Ton x und 9 mit r^Tc — ;r und —9 erhfilt man aus den 
Gleichungen (8. bis 13.) neun andre Formeln. Ich fflge noch die von Jacobi 
im 26ten Bande dieses Journals p. 101 mitgetheiite Gleichung hinzu: 
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Aus den Fund. p. 99 finden sich auch folgende, mit Hälfe des 3ten Abschnitts 
leicht zu beweisende Formeln: 

15. sin am = — -ti^ ^^^^ ^WV^\—J'> 

-Iß 2jsrx 2VqVhf ^ . f s , r^\ 

16. cosam = — •^-'^osaTtpi(z)y/i[—j^ 

17. Jam^ = l/Ä>,(i.)v;,(-i), 

Die vorstehenden Probeil mögen hier genügen. Sie zmgen, wie 
zu verfahren sei, um eine Reihe auf die Form der (p zu bringen. Die 
Functionen, welche unter diese Classe gehören, sollen nun in den fünf fol- 
genden Abschnitten behandelt werden; und zwar wird der erste Abschnitt die 
Beziehungen zwischen ip enthalten, welche den von Gaufs m der I. Sectio 
aufgeführten ^Relationes inter functiones contiguas^' entsprechen. Im zweiten 
Abschnitt werden wir aber die Verwandlung der Reihe in die Kettenbruchform 
handeln ; im dritten für besondere Werthe der drei ersten Elemente sie be- 
trachten; im vierten für besondere Werthe des letzten Elements x. Der fünfte 
Abschnitt wird die Untersuchung mit der Behandlung der Differenzengleichung 
schliefsen, welcher die Reihe (p genügt; dieselbe l&t der bekannten Diffe- 
rentialgleichung, welche sich durch die hypergeometrische Reihe^ tntegriren 
lafst, ganz analog. 



I. Abgclinilt. 

Wir sagen von einer Function, sie sei q>{a, l3,y,q,x) oder, wie wir 
in diesem Abschnitt zur Abkürzung setz€m. wollen, sie. sei 9 benaehbart., wenn 
sie aus (p dadurch entsteht,, dafs man ein einziges der drei Elemente a, ß, y 
um eine Emheit vermehrt oder vermindert. So erhält man sechs benachbarte 
Functionen; zwischen je zweien derselben und der ursprünglichen ip Gesteht eine 
einfache lineare Gleichung.. Alle diese Gleichungen, im Ganzen 7-^, wollen 
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wir Uer zosammeBstellen, indem sie das Fandament fflr die nachherigen Un- 
tersacbuogen bilden. Es ist 

18. li-{-gr-'—qr-<'-^-f-'-if-'x(i—q^)}<p 

19. (l-/-)V'+9''""(l--fl'")y(«+l'/^'y)-(l-vOyK/5+l,y) = 0, 

20. (l+^r-x_^y-/»_yy-«-i) ^ ^ ^y-«-i(i „^aj^^ _^.+/»-ya,)y („ +1, /?, y) 

-.(l_yr-/»)y(a,/?-l,y) = 0, 

21. il-qniii-q')q^-'—a;q'+^-rii-'qr-^)}(p 

4- ^+''-rar(l-^>-«)(l-y''-^)y(«, /?, y+l) 

-f-(i-r)(i-^)(i-y-''^^)9'(«+l, A y) = 0, 

22. (l-v''-«-Oy+V'^-'(l-V")9>(«+l»/^.y)-(l-y''-')9(«,/5,y-l) = 0, 

33. (l+y''-^~^''--y''-''-^)y+y'^'^Hl-yO(l-9''"'''"''^)y(«./5+l,?') 

-(l-flr'-)y(«-l,/3,y) = 0, 

24. ^'~^(l«-^'^)(l-ir"+/»-y-*a?)9)+(l-.^'^)9)(a,/J-^l,j') 

-(i-r")9'(«-i»Ay)««o, 

25. (l-y»0(l-r^'^-'^)9'+fl^'^'~'^*^(l-^^yK/3',y+l) 

-(l-^)9,(a-l,/?,y)=^0, 

26. t9''-(l-^-0-^+^a'(t-flr'^^-0]9'+(l-y'^)y(«-l,Äy) • 

-(i-qr-^Xi-q-+ß-rx)q,(^a,ß,r-i) = 0, 

^qr-ß-^(i-qß)(i^q<'+/>-rx)<pia, /3+1, y) - (1 -^-^y («, /3-1, y) = 0, 

38. ii'-qr)lii-^f)f-^-a:q'+^-r(l-'qr-')^q> 

+^+/»-J'a?(l-^)^-)(l-.yr-/»)y(„, yj, y.|.i) 

- q'-^(i-V^Ki-qm^-'r^'^ic)<p(a, ß+i, y) = 0, 

29. (i-y''-^09'+?'^^-'(i-v^)9'(«>/^+i,y)- (i-y'^')9'(«,/?,y--i)=o, 

30. {\-q'){\-q''^^^'x)<f>-Yif^f-''-^x({-qy-')q>{a,ß,YJ^\) 

■ -(l-f»')9'(«,/J-1,y) = 0, 

31. [^i-^i-'/-')-v^'^^(l-<r''^]^+(l-^'^y(«,/9-i,y) 

32. (l-v'')[l-v''*'*+a?(^-Hy'*^-V*'*'*'^-y'"^''*'0]y 

-f ^+/»-^-'ar(:i-^r-«)(i-yr'/»)y(a,/9, y+1) 
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Von diesen Formeln sind (22. und 25.) direct durch Betrachtang der 
mten Glieder abgeleitet. Indem in (22.) die Bachstaben a and y in (a — 1) 
and (^'-f 1) verwandelt werden, folgt, nach Subtraction der Gleichung (25.), 
eine Formel, die in (26.) äbergeht, sobald / — 1 statt y gesetzt ist. Eine 
einfache Elimination giebt (32.) aus (25. und 26.). Aus (22.) folgt (29.) 
durch Vertauschung von a und ß; aus (26. und 29.) erhält man (23.) , hieraus 
durch Permutation von a und ß die Gleichung (20.), und (31.) aus (26.). 
Aus (22. und 29.) entsteht (19.); aus (19. und 23.) folgt (18.), hieraus 
(27.) durch Vertauschung von a und ß. Aus (26. und 31.) folgt (24.); 
aus (18. und 25.) entsteht (21.)^ aus (21.) durch Permutation (28.), and (30.) 
aus (25.). 

Aus vorstehenden fünfzehn Ausdrücken folgt, dafs eine lineare Be- 
ziehung zwischen je drei Functionen (fia, ß,y,q,x)^ 9?(«'^/5', y^ y, ^) und 
(pia", ß",y, iffO:) besteht, wenn a, a\ a", und ebenso ß, ß', ß", so wie 
y, y, y nur um ganze Zahlen von einander sich unterscheiden. Diese Re- 
lation wird man in jedem besondern Falle durch eine endliche Anzahl von 
Eliminationen finden können. Wir wollen nur einige solcher Gleichungen auf- 
stellen; und zwar werden sich dieselben auf die Fälle beziehen, wo sich a', a" 
von a; ß', ß" von ß; /, y" von y um höchstens zwei Einheiten unterschei- 
den. Machen wir deshalb wie früher q>((^, ß,y,qf:v)^=(p und setzen ferner 

^(a+l, ß, y, q,x) = (p,, <iP(a+2, /3 + 1, ;'-}-l,y, x) = 9)4, 

y(a-fl,/?+l, y, y,a?) = <jp2, <ip(a-|-2,/3+2, y-f 1, y, x) = <iP5, 

(p(a4-l,/3+l,y+^7>^) = 9^s9 9(a + 2,/3 + 2,y + 2,y,d?) = <iPü, 

so folgen aus (23., 30. und 22.) die fünf Gleichungen: 

33. (1— flr''-"-')^ — (l+?y-'— ^y-^'— yy-''-')yi 

- gr-fi-'{l -qß) (1 -^«+/»+^-y a?)(p, = 0, 

34. (1 —qy) q>, - (1 —q^) (1 — ^+''+*-y a?) y, — q-^ß-^^-Tx^l—qy—') y, = 0, 

35. (l-^fy)y2-(l-flfy-^Oy»~^''^Hl-«r+^)<P4=0, 

36. (l-flf^-*)y3- (l+flr^-y^- -flf»^'^)y4 

37. (1 -qy^')<p^—{\'^y^'){\-q['-^f^^'^x)(p,-(f'-^l^^ = 0. 
Aus (33. und 34.) erhalt man durch EUmination von <pyi 

38. {\-qnrp-{\-qr){\-^^l^^-ra:)<p^ 

_ ^+/»+i-y a? (1 -j. ^r-»— yr-«-^_^A-») ^ r= 0, 
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und aus (35. und 38.) durch Elimination von 92 : 

39. (l_9y)<p_[l-^r--i_a-^-(l_^)]y3 

aus (36. und 37.) durch Elimination von 95: 

40. (i-qy^')(p,-{i-qy^')(p, + f'''x(l-qfi^')<p, = 0; 
und aus (39. und 40.) durch Elimination von cp^: 

41 . (1 -^0(1 -f^') y - (1 —g''^') [1 -y'— ^ (9"+ y/5_^«+/^-^«+/'+^)] cp. 

Vorstehenden Formeln kann man nach Anleitung der ^Disquisitiones generales 
circa ser. infin. etc.'' noch folgende hinzufägen: 

42. if>{a,ß,Y-\)-<p{»,ß,Y) =r'^-(^E^^^iE^-9'(«+i,/?+i,y+i). 

43. y(«+l,/?,y)-9>(«,/9;;') =^ar.fc|^-y(«-}-l,/?-fl,y+l), 

44. 9>(«,/?+l,r)-<iP(«,/?,y) =^''x.l5^.y(«+l,/S+l,y+l), 

45. <^(«,/?4-l,y-|-l)-<y(«,/J,y) =^/'a?.|i^^|E^.y(«+l,/?+l,y+2), 

46. y(«+l),/?,y4-l)-<P(«.Äy) =r^-|iEf^J^-y(«+l./5+l,H-2), 

47. y(«_l,y9fl,y)-y(«,/9,y) = - (f-'x- ^*~l^^yp -y («, /?+l, y+1), 

48. y(a+l,/9-l,y)-y(«,/9,y) =^-x.ü=^^.9)(«+l,/3,y+l), 

49. y(a,/3-}-l,y)_9,(«+l,/?,y)=-^-ar.^i=^^.y(«+l,/S4-l,y+l). 

Diese 32 Formeln gehen fOr 7 = 1 in die Ober, welche Gaufs in 
[Sectio I. der oben erwähnten Abhandlnng aufgestellt hat. Es ist hier ge- 
legentlich zu bemerken, dafs dort irrthämlioh die Formeln (4. und 11.) mit 
{Y—a){y—ß)F(a,ß,y-\-\) statt mit (y— a)(y— /9)arF(o,/9, y-f-1) schliefsen, 
und dafs femer auch in Formel (23.) bei Gaufs ein Fehler sich eingeschlichen 
hat. Vielleicht ist dafOr zu lesen: 

i.>,/9+l,p')-F(a+l,/?,y) == £(5^.i^X«4-l,/3+l,y-f-l), 

und in dieser Voraussetzung habe ich obige Zusammenstellung mit der For- 
mel (49.) geschlossen. g 
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IL A b s c h n i 1 1. 

Euler entwickelt in der „Introductio in anal, infin. Lib. I, cap. 18" 
die Formel 

A-B-Jf C-D+E-F-\- etc. = ^ „ 

'+— IT 



A-B- 



B-C+-1M 



Diese Formel bezieht sich nicht blofs auf unendliche convergente Reihen, son- 
dern auch auf beliebig begrfinzte Ausdrücke. Um dies klarer zu zeigen, brin- 
gen wir sie auf die Form 

i+;c(i)+;c(2)+....+;f(«) = -^ — ^ 



' a„ + l' 
WO zur AbkOrzong 

gesetzt ist. Die a werden bei einer grofsen Zahl von Reihen höchst einfache 
Aosdrflcke. Ist z. B. die Reihe 

50. Ä„ = 1 -^ffiiP-i-Sißi^-^-SifiiSi^i-- • • . +^i^2^j • . . .^»a?" 
vorgelegt, so wird das frühere a„ jetzt y^x und man erhält 

1 



51. Ä = 



g.J^ 



fft* 



gnx+i' 
Zu den Reihen, auf wdcbe (51.) leicht angewendet werden kann, gehört auch 
die Function ^(!Dc,ß,y,^,x). In der That: setzt man 

so giebt die Formel (51.) die Kettenbruch -Entwicklung von 

••••T (l-7)(l-7»)....(l-9")(l-^)(l-7'^*).-(*-^+"-') 
CreUe't Joonul t d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. '39 
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Als Beispiele von der Anwendung dieser allgemeinen Formel kann man 
mehrere von den Kettenbmch- Entwicklungen betrachten, die in meiner Ab- 
handlung „Verwandlung von Reihen in Eettenbrflche*' im 32ten Bande dieses 
Journals abgeleitet sind; noch andere Entwicklungen, die zugleich Interesse 
haben, weil sie AusdrQcke darstellen, die in der Lehre von den elliptischen 
Functionen von Wichtigkeit sind, gewähren die Formeln (3.) bis (17.). 

Eine gans andere Art von Kettenbrfichen erhalt man aus den im vori- 
gen Abschnitt angeführten Beziehungen zwischen den benachbarten Functionen. 
Dividirt man nämlich (45.) durch <pi<Xjß'\-i^y'\-i)^ so erhält man 









2) 



Dieselbe Formel giebt 

9(0, /J+l,r+l) 90?+i, «, y+1) 
_ 1 

so dafs 
.4 <P(«,ß+i,r-\-i) 1 

4 ^- (l-g/»+^)(l-?y+^-') »(a+<./?+2,y+2) 

Durch wiederholte Anwendung von (54.) findet sich ohne Mflbe die Gleichung 
55 y(«><?+<>y+<,g,jr) ^ 1_ 



<P(«iß>r><lyX) j a,J? 



«.« 



1~Ä^ 



1 — etc., 
wenn man zur Abkürzung setzt: 



ßj = 



tfs 



etc. .././.•. 
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Ein besonders interessanter Fall dieser allgemeinen Formel ist der, wenn ß 
gleich ist. Setzt man zugleich y {ür y-\-i^ so erhfllt man: 

56. <p{a, 1, y, q, x) = 



j__ a.jr 



l_ü»-*^ 



1— etc., 

_ (i-jrl^)(l_£^ _ (l-<y«)(l-yyH-l-a) 

etc. 

Anfser dem Quotienten der beiden Functionen <p(a,ß, y) und *f{a,ß-\-\^y-\-\) 
lassen sich noch Ähnliche Yerhfiltnisse vermittels der Formeln (43., 44., 47. 
und 48.) in Kettenbrfiche entwickeln. Es findet sidi nSmIich: 



57. 
58. 
59. 
60. 



ip{a-\-\, ß, r) 1 

y(«> ig+<. y) 1 

•)P(", /Sf. Y) i_^^ (i-'T) V(ß+i,a+i,y+i) ' 
y(a-l,/?+l.y) ^ 1 

y(«+l,/?-l,y) ^ 1 

vi«, ß, r) 4_ -,- (i-q^-') y(«+i.^ry+I) * 

^ (1-9»') >(a+l,/?-l,y) 



Die rechts in den Gleichungen (57. bis 60.) vorkommenden Quotienten von 
Functionen fp lassen sich nach (55.) leicht in Kettenbrfiche verwandeln. End- 
lich findet man noch, indem man (2.) mit (43.) und dann mit (57.) verbindet: 

a4 ^ <P(a>ßyr>1f<l*) __ 4 (<— ^) 

"• r <p(a,ß,r.q,s) — . (i-qß) y(«+l, /? + !./+ 1) 

^ (l-flfJ') V(a+l,/y,y) 

Diese allgemeinen Formeln steOe ich blofs auf, ohne sie auf Bäspiele anzu- 
wenden. Besonders elegante BrQche erhält man, wenn eines der drei ersten 

39» 
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Elemente unendlich wird. Die Entwicklung der in der Einleitung aufgestellten 
Functionen giebt eine hinlAngliche Zahl von interessanten besondern Fällen. 

Dadurch, dafs Ausdrücke von verschiedener Form denselben Kelten- 
bruch geben, wird man auf ihre Gleichheit schliefsen dflrfen. So findet man 
z. B. vermittels (55.) die Gleichung 

q> (a, ß. y, (/, jt) <P (y — /*, y — «, y, qy x q^-^ß-r) 

ein Ausdruck, der, wie in Abschnitt V^ gezeigt werden wird, nur ein specieller 
Fall eines allgemeinern ist. Macht man /$ = 0, so ergiebt sich 

Von den Ketlenbrüchen, die in der speciellen Formel (56.) enthalten 
sind, hat Eisenstein in einer Reihe von Abhandlungen in diesem Journal 
(Band 27. p. 78 — 79, p. 193 —197, Band 28. p. 36 — 40, Band 29. p. 96) ein- 
zelne, ganz besondre Fälle ohne Beweis angegeben. Am Schlufs einer schon 
erwähnten Arbeit über Kettenbrüche im 32. Bande dieses Journals habe ich 
eine Methode zur Auffindung solcher Entwicklungen angedeutet, die sich auf 
alle in der Form (p{a,\^Y, q,x) enthaltenen Kettenbrflche bezieht, wenn- 
gleich sie dort nur an einem Beispiel, an der Reihe 1-f y^-f-^^^-fV^^^'f •••' 
erläutert ist. Es handelt sich dort um die Auflösung eines Systems linearer 
Gleichungen , die durch die besondere Beschaffenheit der CoSfficienten gelingt, 
wenn q>{a, 1,/^^) die Function ist, welche in einen Kettenbruch verwandelt 
werden soll, während sich bei einer allgemeineren Reihe das Resultat der Eli- 
mination der Unbekannten nicht einfach angeben läfst. Auf dasselbe System 
linearer Gleichungen kommt man, wenn man die Aufgabe behandelt, die Nenner 
der Näherungsbrflche des Kettenbruchs für (p(^ct,ß,y) anzugeben. Indem ich 
diese Aufgabe für den Fall /9 = 1 löse (wobei sich zeigen wird, dafs diese 
Nenner sich wieder als Functionen von der Form der ip darstellen lassen)^ 
habe idi somit zugleich die Methode der Auflösung dieser Gleichungen als 
versprochene Ergänzung zu der obigen Abhandlung gegeben. 

Bildet man die Näherungswerthe des Keltenbruchs (56.) , so findet man 
leicht das Gesetz, nach welchem der Grad, in Bezug auf x^ von Zähler oder 
Nenner derselben wächst. Bezeichnet man die Zähler durch den Buchstaben P, 
die Nenner durch Q and setzt 
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1 P. 



1- 






i 



1 — , 



a„x 



SO wird 

ft = l — («1+02 + 113)0: -}- «103 ^^ 

Allgemein ist ferner 

Durch Vergleichung dieser Ausdrücke untereinander ergiebt sich, dafs p2n^ 
-ftn+n ftn-i wnd ftn denselbcu Grad haben; die höchste Potenz von x, welche 
darin vorkommt, ist nfimlich die nte. Aufserdem ersieht man aus dem Bil- 
dungsgesetz der P und Q, dals das in ihnen enthaltene, von x freie Glied 1 
ist; es ergiebt sich also, sowohl ftr (^.1 als fOr j^sn? die Form 
65. Co'\'CiX-\-C2X^'\' — +^„^%* 

wo man Co = i zu setzen hat, so dafs sowohl in (^2/1.1 als in j^s» i^ Ganzen 
n unbekannte CoefßcienUn c vorkommen. 

Aus den Formeln (64.) wird (indem man (p(a, 1, y) als Werth von 
^ far n=:cx) ansieht) die bekannte Beziehung 

P 

gefunden, aus welcher folgt, dafs in der Entwicklung von y(«^l,y) — W^, 

also auch von (?«y(«i 1,/) — P« nach aufsteigenden Potenzen von x, sämmt- 
liche Potenzen dieser Gröfse, bis ar** einschliefslich, fehlen. Da ferner P2n vom 
ftten Grade ist, so inflssen in OmVi^j^^y) die (ii-f-l)te, (n-f 2)te, etc. bis 
zur 2iiten Potenz von x (incL) fehlen, wahrend in &2ii-i9(a^ 1?/) die itte, 
(n4-l)te, etc. bis (2n— l)te Potenz (incl.) nicht vorkommen dflrfen. In bei-- 
den Fällen fehlen genau n Potenzen von x^ Lh. so viele, als das jedes- 
malige Q CoSffidenten c hat. 
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Fährt man die Multiplicalion des Ausdrucks Qn<p{<x,l^y) wirklich aus, 
und ordnet das Product nach aufsteigenden Potenzen von x, so ist der Coef- 
ficient einer jeden Potenz von x ein Aggregat, in welchem die c linear vor- 
kommen; die Bedingung , dafs ein solcher Coefficient verschwinde, ist also eine 
lineare Gleichung zwischen den c. Fassen wir die gefundenen Resultate 
zusammen , so ergiebt sich , dapf eben so viele lineare Gleichungen zur Be- 
stimmung der c, als solche c, vorhanden sind. Versuchen wir zunächst 
diejenigen c zu entwickeln, welche, in (65.) substituirt, Qin^i geben, so 
haben wir sie aus folgenden Gleichungen zu suchen: 

W — C„-f-C„_i ^x—qr) T--"T«'»-P (i—qr)(i—qr+^)....(i-qr+P-i) ^•"• 

, (\--q-)....(i-q-+''-^) 

n — rJLr <*-?"•"') I 4.- (l-r+^)(l-«r+n....(l-g''+/') , 

, (l-g«+^)....(l-g'-*-) 



66. 



0-C4-C .(I112ÜÜ4. J.- (i-q'+')(i-qr^»)....(i-g«+/'^^) 

, ^ (l-^+a)....(l-^+-+l) 



, ^ (l-,y«+'-X)....(l-y«+»»-a) 

• • • • i- <^"- (i_^r+-i) .... (i_,r+*-4) ' 
während das System der za Q^ gehörigen e entsteht, wenn man in (66.) 
(x-fl und Y-\-\ statt a und y setzt- 

Gleichungen wie diese lassen sich durch successive Elimination der Un- 
bekannten e auflösen. Man eliminirt zu dem Ende aus den beiden ersten Gleichan- 

gen eine Unbekannte, z. B. c._p, indem man die erste Gleichung mit [r^^r;^!) 

die zweite mit |^~*iy| multiplidrt and darauf subtraiürt Es verschwindet dann 

in der Differenz <;,_p, und mit einem bdiebigen e, z. B. mit 0„^„, moltipUeirt, ist: 

(1— T^Xl— 9>'+»)....(l— i/J'+"^») 1(1— ^y+p) (1-^^+-)/ 

(1— 7r+i)(l— 7r+»)....(l— 7»:+'») ^* » ' (i_^)(i_gfr+P) 
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Hebt man den allen Gliedern ffemeinschafUicben Factor ta — 1^^ .^ v fort 

so ist das Resultat der ] 
gen folgende Beziehung: 



so ist das Resultat der Elimination von c„^p ans den beiden ersten Gleichun- 



67. c.(l-rO+c„_,(l-y^-^[{=2l^ 

Da die zweite ond dritte Gleichung in (66.) aus der ersten und zweiten da- 
durch entsteht, dais man darin a und y mit a-{rl und /-[-^ vertauscht, so 
wird man auch das Resultat der Elimination von r„_p aus der zweiten und 
dritten Gleichung eriialten, Wenn man dieselbe Yertauschung in (67.) macht. 
So erhftlt man aus (66.) ein neues System von n — 1 Bnearren Gleichungen mit 
n—\ Unbekannten, ganz entsprechend dem System (6^.). Die Unbekannten 

sind nicht mehr c„, c„_i, c^a? ^09 sondern c„(l— ^'^), ^„-i(l— ^"''X 

Cn^{\—(t'^)^ ^i.-m(l — fl^'^O» •••• A)(l— y""'')? und ihre Coefficienten 

erhftlt man aus (66.), wenn man in den ersten n— 1 Gleichungen dieses 
Systems in den Cogf&cienten der c zwar a unverfindert iSfst, aber y \n y^'^ 
verwandelt. Dieselbe Methode, wiederiiolt angewandt, giebt wiederum dem 
ersten ähnliche Systeme, von denen jedes eine Gleichung und eine Unbekannte 
weniger enthält, als das nächst vorhergehende. Hat man r Eliminationen ge- 
macht, nämlich c^p, 9 ^it-p«? ^n-p eliminirt, so hat man ein System, des- 
sen erste Gleichung 

ist. Setzt man rs=ii-.l, m wird das ganze System sieh anf mnß Gleichung 
reduciren. Es mögen dann Pi^ fh^ • • •• Pr ^^ Zahlen 0, 1, 2, ... • (n— 1) 
vorstellen, aufser einer beatmuntefl Zahl m, so wird man (indem Cu=l ist) 
aus (68.) erhalten: 
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^ (l-^")(l-g-.-l) (l-g) 

*^"-'"~ (l_,j"—)(l—g")(l— 7"— »).... (l-flf)(l_,p»)(i-^p»)..,.(l_g'»+l-») • 

(1—7/+"+"-») (l—qr+"+'') .... (1— qrr+»»-*) 

_^_1V— /,»(»-".)(-"-« (1-7") (1-7-*) •-(1-7"'+') 
— <>''' ^ {i-q){i-q*)....(i-q--") 

Macht man noch n — tn = s, so findet man als Wertb von c, der, in (65.) 
substituirt, ftn-t giebt: 

(1_ q'+n-i) (i— <y«-f »-» ) .... (1— 7<H-~.) 
(1 — 7y+»"-*) (1 — 7)'+«'*-») .... (1— 77+»«^-») ' 

Es wird also 

n. —1 (*-g")(l~g°-*-"-^) .^ I (l~y")(l-y^)(*-g°^-"-*)(l-f^"-^) „^. 

(<-y")(i-g-')(i-y-')(i- ?"+"-') (l-g«+''-»)(l-g«+"-») , ,, 

(1— y)(l— j*) (1— y»)(l— yy+»»-»)(l-yy+*'-»)(i— yj'+*'-«) '^ «'^T--" 

oder 

69. Qin-i = <pi—n, i—a—n, 2—y—2n, g, tf+^-rx). 
Auf ähnliche Art findet man 

70. ©,„ == 9)(-», —a-^n, 1-^-2«, 7, qr*^-rx). 

Für ft = 00 gdien beide Formeln (69. und 70.) in denselben Ansdradi ftber. 
Der unendlich entfernte Nenner 0. wird nfimlich 



= 1 



qx* q*x* 



fflr gz=zoo. 

Dieselbe Methode läfst sich auch auf die &at(/Wsche Reihe anwenden. 
Man kann auch dort, wie hier, das System linearer Gleichungen lösen, um das 
es sich bei der Auffindung der Nfiherungswerthe handelt, ohne sich der De- 
terminanten bedienen zu mOssen. Die Resultate fflr diesen Fall lassen sich 
ohne Mflhe ans (69. und 70.) finden, indem man darin q gleich 1 macht. 
Auf diese Weise ergiebt sich, dafe sich die Reihe 

F(a \ y x^ — II « j, I «(«+*) ^2 I «(«+<)(«+») ^ , 
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sich 


in 


den Kettenbrach 
1 


1 






a 
7 
i- 


X 

y(y+i) 




1 ^« + ''y X 
(y--l)(y+2) * 

2.(y + l-«) 
(y+2)(y+3)-^ 



1 — etc. 

verwandeln läfst, dessen (2» — l)ter und 2nter Ndherungswerth die Nenner 
ft,-i = Fi-n, \-a-n, 2-r—2n, x), 
Q2n = F(-n, -a-n,i-y-2n,x) 
haben. Die Anwendung dieser Formeln auf Reihen, welche man fär beson- 
dere Werthe von a, ß, y erhält, hat keine Schwierigkeit. 

Eine andere Methode fahrt einfacher zum Ziel, als dies heuristische 
Verfahren; welches ich jedoch nicht äbergehen wollte, um hier gelegentlich 
durch Auflösung der linearen Gleichungen die frühere Arbeit zu ergänzen, 
wo man gleichzeitig den Kettenbruch suchte, in welchen eine Function sich 
entwickeln läfst, und die Nenner der Näherungsbrflche desselben. Die zweite 
Methode geht von der bekannten Beziehung der Zähler oder Nenner zweier 
aufeinanderfolgenden Näherungsbrflche zum Kettenbruch selbst aus. Setzt man 



0^ ,+ h. 



K 



/*.+ 



A„_, 



A, 



so findet sich 



_2i__ U4-J: 



f*«-2 + . 



K 



. A. 
/*. + — , 



P 

Während das Verhältnifs der Zähler rg-^ einen Kettenbruch giebt, der sich 
vom obigen fQr -^^ nur dadurch unterscheidet, dafs ihm das Glied -^ fehlt. 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. 40 
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Um diese Formeln auf (55.) anzuwenden, bat man nar alle fi gleich 1 zu 
setzen , während 

il=l, Xi= — (iiX, ii = — a^x, li= — a^x etc. ist, 
wo die a eben die Gröfsen sind, welche sie in (55.) vorstellen. Man bat dann 



71. 



^ (1— 7y+-^'-^)(l— <yy+^— ^) 

^ ^ (1 -^y+2"-3)(l— ^y+a^-t) 



1 _ „/»+n-2^. (l-<r+'-^)(l-7^^-^^) 



1 — elc. 



1 
Die Vergleichung von (71.) mit (55.) iseigt, dafii ersterer Bruch in seiner 
ganzen Ausdehnung mit dem Anfange der Entwicklung von 

äbereinstimmt. Wenn letztere da abbrechen sollten , wo die Glieder anfangen, 
die nicht mehr in ^ ~^ enthalten sind, so wflrden beide Entwicklungen iden- 
tisch sein. Der Kettenbruch fQr (72.) bricht aber an der bezeichneten Stelle ab, 
wenn /5=0, oder wenn y — a = ist. In beiden Fallen ist ^""^ gleich dem 

1/2 n 

Ausdruck (72.). Im ersten Fall (/3 = 0) ist sowohl Zahler als Nenner in (72.) 
eine ganze Function vom nten Grade, die 1 zu dem von x unabhängigen Gliede 
hat, so dafs der Zähler gleich (?2.t-M der Nenner gleich Q^n ist; und dieses sind 
die in den Formeln (69. und 70.) enthaltenen Resultate. Im zweiten Falle 
{y = a) lafst sich dler Bruch (72.) nach (62.) auf die Form 
y(~yi, l+/g— g — w, 1 — o-^2w, g, x) 

bringen; so dafs man wiederum im Zähler und Nenner Functionen hat, die den Q 
direct gleich sind, wir erhalten hier abö fol^eniAeü üeiie:Se«iiItat: Die^ Nennef 
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des Kettenbruchs für 

sind 

02„-i = <iP(— », 14-/?— a— M, 1— a— 3», y, ar), 
(?2n = (p{—n, ß—a—n, —a—2n,q,x). 

Dasselbe hätte man auch aus (69. und 70.) scbliefsen können. Denn nach 

(62.) wird der Ausdruck (73.) gleich 

y(a— /?,!, a-fl, q, q^x), 

und der KeUenbruch dieser Function liefert nach (69. und 70.) die so eben 

für Q gefundenen Formeln. 



111. Abschnitt. 

Für einige besondere Werthe der drei ersten Elemente a, ß, y er- 
hält man beachtenswerthe Resultate, die zwar zum Theil schon anderweitig 
bekannt sind, hier aber entweder des Zusammenhanges wegen erwähnt werden 
sollen , oder weil sie, eben in ihrer Eigenschaft als besondere Fälle einer all- 
gemeinen Reihe, Interesse darbieten. 

Aus (61.) ersieht man, dafs der KeUenbruch für Tl^bAliJli!^ abbricht, 
wenn /?=;', indem dann y(a-fl9/^-f^^y'f*) = 9^(^"fli/^>y) ''s'- Manhatalso 

y • 9(«,i,l,7, X) (l-rx) (i-r^) ' 

Hieraus findet sich 

q>(a, 1, 1, q, X) = .^jlXf) .y («^ 1^ 1, g^ gx). 

Indem hier für x nach und nach qxp (fx^ ^x^ etc. gesetzt wird, entsteht, 
da g^'x für n = c» verschwindet, also 9)(a^ 1, 1, y, g^'x) für n = oc sich in 1 
verwandelt: 

74. y(...l,l.,,x) := "-r>''.-''^'f;'"-.C- - 

Wir können daher die Reihen (3., 4., 5.) als Producte darstellen, die ins 
Unendliche fortlaufen; nur die erste von ihnen kann in gewissen Fällen ab-* 
brechen. Ea findet sich 

40» . 
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75 a>(-n ß ß a -xa'^ — (^+-^Ki +y^)(Hy*-r). . . . 

76. <f>{-g,ß,ß,q,-xf) = (l+x)(l-fyar)(14-9*a?)...., 

77. <p{S> ß,ß,q,-x) = (< + ,.^(,^,^^,«^j.../ 

Von diesen Functionen entspricht die ^rste der binomischen Reihe, die zweite 
der Entwicklung von e^^ die dritte der von er''. Die in (76. und 77.) enthal- 
tene Beziehung, dafs 

ist, {liefst aas einer allgemeinen Gleichang, die sich aus dem Ausdruck der 
Reihen (p durch ein unendliches Producl, wie er durch (75.) gegeben wird, 
leicht beweisen läfst. Es ist nämlich allgemein 

(p{a,\,\^q,x)(piß,\,\^q,qfx) = (p(a-\-ß,i,i,q,x); 

woraus man unter andern auch folgende Gleichung erhält: 

"•"{l— y)(l — j«+»-*)'* """(l — y)(l_y»)(l-,"+'-i)(l_y«i-— i) y 
■ (l-y)....(l-y-»)(l-/) .■■.(l-y/'+») 

Da die Reihe 

far jedes x, welches kleiner als 1 ist, convergirt, also endlich bleibt, so kann 
der reciproke Werth dieser Reihe (und dieser ist nach (77.) das Product 
(1— j?)(l— ya?)(l— f^a?)....) nicht verschwinden. Andererseits bilden die Aus- 
drücke (l—ar), (1— a?)(l— yx), (l-^j?Xl— yj?)(l— 9*0:), etc. eine abnehmende 
Reihe, indem (i—q''x)<^l ist, so dafs das Product (l—ir)(l—ya?)(l—f'j?).... 
eine von Null verschiedene endliche Gröfse für jedes x wird , welches kleiner 
als 1 ist. Dasselbe gilt demnach von dem Product {i—q''){i—g'^%i—^^).... 
zunächst, wenn q''<Ci\ dann aber auch allgemein; den einzigen Fall ausge- 
nommen, wo r eine negative ganze Zahl, oder Null ist In der That: ist r 
eine negative Zahl, deren Zahl werth zwischen den ganzen Zahlen n und it-|>l 

liegt, so wird (1— 9"+^+'')(l— 9"^^'') nach dem obigen Salze eine von 

Null verschiedne endliche Zahl sein , also auch dies Product mit einer Willkür- 
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liehen von Null verscbiednen Zahl mulliplicirt , folglich auch 

( 1 — vO(l —q"'^') . • . • (i—f^li 1 — V"'^'"^'")(l — v"'^'-*"0 . . . . = (1 —^0(1 —g^'^') etc. 
Hiermit ist streng bewiesen, dafs, wie in der Einleitung behauptet wurde, ein 
unendlich entferntes Glied der Reihe (p nach einer endlichen, von Null verschied- 
nen Grenze hin convergirt und dafs demnach die Reihe fOr x=i divergirt. 

Aus (74.) ersieht man auch, dafs die Reihen % y/i, y/j in (15., 16., 17.) 
sich in Producte verwandeb lassen, die, mit den in den „Fundamentis p.99^* 
vorkommenden verglichen, diese Gleichungen verificiren. 

Endlich fahrt noch (74.) auf eine merkwürdige Beziehung zwischen 
zwei Reihen, die hier entwickelt werden sollen. Man setzt dazu, unter der 
Voraussetzung dafs ^'^ar^l und z<Zt ist: 

Obgleich diese Reihe nicht allgemeiner ist, als obiges 9, so macht doch grade 
vorstehende Form die folgenden Untersuchungen äbersichtlicher. Multiplicirt 
man die Gleichung auf beiden Seilen mit 

so ergiebt sich 

9)(y-/9,i,i,y,V)S=y(y-Äi,i,y,*^+(lE^-«9'(y-Äiii,v.V) 

Die Seite rechts, welche jetzt nach Potenzen von z geordnet ist, kann man 
nach aufsteigenden Potenzen von x entwickeln, wodurch sie in 

etc. 
abergeht, oder, wenn man das in diet^en Potenzen von x Multiplicirte addirt, in 
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<ip(«, 1, 1, y, a;)4- ^^^=^^.ar/y (o, 1, 1, y, y«) 

Setzt man fütr <S^ seinen Wer)h, so eriiält man schliefslich 

°" (i—qßx)(i—qß+'^x)...,\^{S—q){i—qrx) 

(l-<ya)(l-.^+l)(l_^;»^)(i-g/>+.^) . 

"r(l-7)(l-9-)(l-,J'x)(l-7)'+»x)'* T ^•''•l 
_ {\-<fz){i-if^^z).... \. , {\-,ff-ß){i-z) f, 

^ (1— 7)(i_7») (i—7«*){i— </•+»») y ^re'c.j. 

Will man die in den Parenthesen eingeschlossenen Reihen durch das Zeichen <p 
ausdrücken , so kann mian , unbeschadet der Allgemeinheit, x = \ und z = if 
setzen, und erhält dann folgende Relation: 

Die Formel (79.) zeigt, wie sich mit Hülfe einfacher unendlicher Producte 
die Function y>(a,ß,y,q,x) in eine Reihe derselben Art verwandeln läfst, 
die nach Potenzen von qß geordnet ist, so dafs durch (79^) die VergMchung 
von BMhen <p tmt verschiedenem letztem Element auf die Untersuchung 
über das Verhalten solcher Reihen mit gleichem letztem Element und ver- 
schiedenen ersten drei Elementen reducirt worden ist. 

Die vorstehenden zwei allgemeinen Formeln wollen wir nur auf wenige 
specielle Fälle anwenden. Es ist «ip(— y»l,y»y*»«^^*) für y=oo, oder 

= {(i_^xi-^*)(i-y')....){(l-y^)(i~9'«)(i-v*«)-.-)- 
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Eine andre Relation findet sich für a=l, y=/3-f 1,, ^=(|f"^l;. es wird dana 

Die so erhaltene Formel, die man flbrigena leidit durch Entwickloiig der 
Nenner in Reihen beweisen kann, wird im folgenden Abschnitt zu weitern Ver- 
wandelungen angewandt werden. Hier will ich sie nur zur Ableitung einer 
bekannten Gleichung benutzen. Setzt man ^ statt q, q statt ^ und q^"^ stjBtt z 
und multiplicirt mit -^qe'*, so erhalt man 

1 — y ' 1 — 9'» ' U— -2y cos2jr + y* ^ 1— 2^* cos2jr-f j'« ' ) 



IV. Abschnitt. 

Für den besondern Fall x = q^^"^ läfst sich die Reihe q> für alle 
Werthe der drei ersten Elemente in ein unendliches Product verwandeln; man 
setzt dabei natflrlich voraus, dafs sie ffir x = qr^"^ endlich bleibt, das 
heifsl, dafs y—a — ß positiv ist, wenn <p{pL,ß,y) ins Unendliche fortläuft. Um 
die Function in diesem Falle zu summiren, kann man von (78.) ausgehn. Macht 
man darin a: = 1 , ar = y^^^"^, so findet sich 

— (i_yy)(i--yy+i)...-. xi--yy-«-^)(i-?y-^^— ^)..-. ''^^ ** p,l,J,q). 
Setzt man für das letzte 9> seinen Werth aus (74.), so.erhiBlt man 

Ohne viel Rechnung liefert (25.) dasselbe Resultat. Setzt man dort «r-f i 
statt a und dann a? = y>'^""^, so findet man * 

Durch wiederholte A«weiidung dieser Formel kann BMn das erste Und dritte 
Element beliebig ^bfibeii; OMm erhalt fBr. jedes ganse n; .. 
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Für n = 3o wird das Product, welches q> (a-f n, ß, y-f ^) multiplicirt, nnendlich 
und a-\-n und y-j-w nähern sich der Gleichheit, so dafs (p{ci-\-nyß,y-\-n) in 
(p{ßj\^\) abergeht. BerOcksichtigt man den Werth von (p{ß,\^\) aus (74.)) 

so findet sich die Gleichung (80.)« 

(2 Ksr\ 
j in ein unendliches 

Product. Um dies bekannte Resultat in seinem Zusammenhange zu entwickeln, 
moltipliciren wir (p(a,i^i^ q,^^z) mit y(a, 1, 1, y, y*~«ar), wenn z, wie 
in der Einleitung, ^'^ bezeichnet. Setzen wir das Product dieser beiden 
Functionen 

= <?o-|-2<?|COs2a?-j-2c2Cos4a?-f ••••+2^mCOs2iiia?-f ^ 

so ist Cjn folgende Reihe: 

und nach (80.) ist 



-—— ^ßk"*^^^ 



c„ = f 



{(l_y«)(i-^+l)....(l_ya-Hm-l)}{(i_yl-.)(l_y7-.)....} 



(i_,l-«.)(l_-y»-^)(l_ j3-t.) , 
(1— ym+1-.) (l_ym+!l-.) ^tc. 

(l-y)(l~,»)(l-j») etc. • 
Man erhält demnach 

81. (f{a, 1, 1, q, q^z)(p{a, 1, 1, y, y*-«-') 

== {(l-g^-«)(l-g'-«)«-g^-«) etc.}« 

|(i— y)(l-y») etc.}{(l-fi-»«)(l— j»-»») etc.} ' 

Die Seite links in dieser Gleichung Ififst sich nach (74.) transformiren; man 
findet nfimlich 

82. (jp(a, 1, 1, q, q^z) q>{a, 1, 1, q^^-z^') 

(1— 2y*co82^'-fy)(l— aj^cos2j:+y») etc. 

(l—2yi-«co82jr+jri-««)(l- 2fi-« cos2jr+jF»-»*) etc. * 

Verbindet man (81.): mit (82.), so entsteht eine allgemeine Formel, die ver^ 
schiedene Relationen unter Functionen enthiit, welche in der Lehre von den 
elliptischen Integralen von Bedeutung sind. Setzt man ^ siatt q und dann zu- 
nächst a =^ ex , so erhält man , • 
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1— 2ycos2jc4'8y*i^og4jr — ?y*cos6y-f ^^^ 

= (1— 2vcos2x-f ^)(l_2^co82ar+^)(1^2^cos2a?-f-^*") elc, 

für 4ieYerwandltmg der Reibe ^(--^^ui ein uaendliches Product. Das Produet, 

(2 ir^v 
j ist^ lAfst sich bekanntlich leicht aus diesem finden. 

Setzt man in (81. und 82.) wiederum q^ statt q und macht a = — ^, 
so erhält man 

(1~ 2^0082 j:-4g«)(i — 2g» co82jr+y»)(lr^gy*cos2j:-fy'») etc. 

(1— 2g*co82jr4-g*)(l-^2g*cos2jr-f-y')(l— 2y*cos2a:-i-f*2j etc. 

(l+y)i (l-y)(W)(l-y^)etc. )^ Il . 2.(iz:?:!).^cos2ar+2 (^^^^X*-^) .4,^,^^' , ^. I. 

eine Formel, welche zunächst die Entwicklung von ^r-rp : — nach 

' ® . 2Kx 8inx 

nsmam 

_ • . . ^ ■ / f '. . ^ ■-. -. . : 

den Sinus der Vielfachen des Bogens x giebt, ^ie man sie in den ^ifundamentis 
p. 101 No. 18"" findet; dann aber überhaupt die ißhtwicklung eines Quotienten, wie 
der obige, nach Cosinus der Vielfa^^en des Bogens vo^. 

Der Ausdruck der Summe (p{pLyß,y, ^^^T'^) lAfst sich in eine bequemere 
Form durch Einführung einer neuen Function bringen, die wir mit S2(q,a) 
oder S2{a) bezeichnen. Wir selsen näinlfcb - 

83 n(a a) - (i-^y)(l-y>)(l^y3) etc. 

und erhalten dann 

Was die Fanctioii ii selbst ketriß, so ist X2(0^ == 1 , i2(l) = (1 — 7), i2 (2) = 
(1— 9)(1— y*), und allgemein, wenn »eine positive ganze Zahl bezeichnet: 

i2(»)e=(l^'^)(l--^)(!^^).,..(l--^), i2(-'») = oo.' ■ 

Anfserdem findet man für jedes a: .1 i » 

Die Definitionsgleichmig der Si giebt fbmer die Beziehung 

, ■Q(yS4)^(gS- i) ^ { (l-y»)(l-y4)(i_y»)etc. )^ 
(1-y) ., ((l-y)(l-y»)(l-y*)elcJ ' 

Die rechte Seile liri^ sieiiAdur^b ^,^k, q bequem ausdrücken; wendet man 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. 41 
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die bekannten Formeln dazn aO) so findet man 

Die Funetionen Hund O lassen sich leicht anf die Ü sürflckführen, indem 

vi' T^ '^ log qJ''^\1' * logy/~~Cl— 2ycos2j:+j*)(l— 2y»cos2x+y«)elc. 
oder 

Auf ganz ShiUiche Art findet, man 

Diese Gleichungen, ntit (84.) verbunden, geben merkwQrdige Entwicklungen 
von H und 0. Wendel man nömlich (84.) auf die Function 

an. So vtird sie gleich folgendem Ausdruck: 
also 

T (l_fl,)(l-,.)(i_7«)(l-7«)(i-i7»V •'+ — t 

Verwandelt man y(i+i~, i" i^»2, f% f") in ein nnendüphe» Product, 
so giebt (84.) die Gleichung 



Ti * - 
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oder endlich 

QQ fy(iKx\ (1— 27Cos2j:+7«) J/ ^hVK* \ (^ , (i—2tjeo82x4-q*) , 

_l_ (1— 27cos2x+«y«)(l— 27*cos2x4-«7«) ^ , | 

Wäre man, um eine Entwiddung von zu finden, von V\y^^ "F^' i' V^ v) 
ausgegangen, so hätte man erhallen: 

. (2— 2co82jr)(t— 27>co82Jr4-g^)(i~27*cos2:r:f7») , , j 

Wir gehen jetxt sor Multiplicalion einer gröfsem Ansahl iton Fknctio«* 
nen il aber. Aus der Definition (83.) ergiebt sich unmittelbar 

= cn(q,na)^ ' ' ' ' 

eine Formel^' weldie der von i&oii/k aofgeatelltefl Besiehntag ftwiachen n-f^t 
Functionen JI eatopridft« Eia zweiter, ähnlichem lAuadruc^ ergieht «fcb Im^ 
aus dem Satz, dafs fOr jedes ganze positive n die GleicIi^uQg . . , 

(1— r)(l— r«* )(i^r»" )....(!— r* .* - ) = 1— r» 
besteht. Naob dieMm Satse ist der Nenner von 

das Producl (l-(-f»+»)(l— ^+*)(l--9"+»)elc, «jirfliplicirt in 

2fri 27r» 2m 

(l_^+ie" )(1— ^+'e" )(1 — y°+^e" )ete., i ' 

und noch multiplicirt mit ^^ 

bis man endlich zu 

iin-tj/H 2(>i— l)»ri 2(ii— l)rti 

(1—^»« » )fl_^+J^ »^ )(i_^+5^ » ) etc. 

kommt. Berücksichtigt man , dafs sich e'^ auch als Potenz von q darstellen 

41* 
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Imni 2mni 

läfsl, indem e " =y''*^»*'' ist, so wird 

(1— j")(l— y«")(l— y»-)etc. ' 
Wir bezeichnen darcb II f{m)^ wie es fiblich ist, dacr Producl 

msrO 

/*(0)Al)A2)..../'(«— 1), und können dann (90.) und (91.) zu folgendem 
Ausdruck vereinigen: 

Mit (85. und 86.) verbunden, liefern (90. und 91.) die Formeln, auf denen 
die Mnltiplicatioti der elliptischen Functionen beruht. Verwandelt man dazu y 
in (90.) in f/^, so erhält man 

Wenn ^ 4er Werth ist^ ii wctlcton e durdi die obige VerWaiidluiig Obergeht. 
IBiMuB findet sich, wenn mati ^^^^^ — a statt a achreibt, pitt Anwendung der 
Reductionsformel iet 12: ' 

In der Folge bezeichnen wir die GrAlsen, welche eben so rony* abhangen, wie K, 
SO dafs sich nach (86.) o ^ 



W'Ktk.h'J : 



^'KlKh'J : ^V. 



1^ 



B( — »nai log jt} 



i 



Ä'V-f^-T*^") ' V Jf'**' -^ ""• ^'""' '"**> • 
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ergiebl. Dividirt man den Factor sin na flog 9 weg, so ist das Prodnct im 
Nenner liiks von m = i bis iii = n — 1 zu nehmen. FOhrt man ferner fflr a 
die netie Gröfse b=:nailog4f ein, so wird 



m =11 

// 



Ilsinib-tnilogqy ^ft+t.,)(,_,); 



m=X 

also 



93. 



't;-' r , 2Ä^.,. ., 1 AeC'+fKn-i)! • 2Ai\ 



. {i— 7»'')(l~-«y«")(l-7«") etc.}' 

(l-7»)(l-<,*)(i-.,«)et«. • 

Eine ähnliche Gleichung wird fflr die Fanetion gefanden. Setzt man 
wieder q^ statt q in (90.) und multiplicirt die so entstandene Relation mit der, 
wetbhe man elt'ält, wenn man in ihr —a—~ statt a setzt, d. h. mit 

so erhält man, indem statt i{fl-\-^n\^%q die Gröfse h eingeführt wird: 

= ^y'(2W^)»[».^(»-'»<r*-*(— >)]• 

Der Ausdruck rechts des Gleichheitszeichens nimmt eine verschiedene Form an, 
je nachdem n ungerade oder gerade ist. Aus den vorhergehenden Gleichun- 
gen finden sich nämlich ohne Mühe, wenn m eine beliebige ganze Zahl ist, 
folgende Beziehungen: ^ 

e[H(ar-K2m+l)Hog^)] = (-irr"*ö[^(ar-liIog^)] 

h ^ ^ " ^ 
Es ist demnach fflr ein nngeradee n: 



314 itf* Heine, über eine ffemisie Reihe tmi aUgemmMnForm. 

und fOr ein geraden n: 

Aus (91.) findet man durch ähnliche Mittel die beiden Formeln 

Die Formeln (93. , 94., 95. und 96.) geben die Multiplication der elliptischen 
Functionen, wenn man sie so zusammenfafst, wie (90. und 91.) su (92.) ver- 
einigt wurden. 

Aus den Functionen il bilden wir durch Differentiation eine neue Classe 
von Ausdrücken. Wir setzen nämlich 

97. Ü?£Äf)=,ogy*(y,«). 

Alsdann wird 

98. *(^,a) = 5-2^ + j^+,^4-etc., 
oder auch, nach (79.), 

99. *(,,.) =^ + ^. + ^. + 

Aus (99.) findet man 



also, wenn man a gleich — i + j setzt: 



2Ä*^ 



Aus (90., 91. und 92.) geben endlich noch folgende AusdrOcke Jiervor: 

mä±U ^ '* ^ 
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Die Formel (100.) auf die beiden letzten Gleichungen anzuwenden, wird man 
durch den in ihnen vorkommenden Nenner logy verhindert. 

Die Functionen ^ lassen sich nach denselben Verfahren transfornriren, 
durch welche Gaufs die !P umgestaltet hat. Während man aber dort auf einfachere 
Functionen, auf Logarithmen kommt, werden hier die wiederum durch <P 
mit andern Argumenten ausgedrückt, indem der Gau feischen Formel 

"^"'cosiiiy!P(??^=^0 = — ¥^(0) + inlog(2 — 2cosy) (72.), 

wo (p einen beliebigen nnler den Winkeln — • — , — , be- 

zeichnet, hier folgender Ausdruck entspricht: 



Y. Abschnitt 

Die Untersuchungen dieses Abschiiitts haben einen andern Character, 
als die der vier fraheren. Während letztere sich an die Abhandlung von Gaufs 
^Über die hypergeemetrische Reihe etc/' anlehnten, werden wir hier der 
Arbeit von Kummer im 15ten Bande dieses Journals folgen. 

Schon in der Einleitung wurde erwähnt, dafs in diesem Abschnitt q auch 
gröfser als 1 sein darf. Wir sind daher auch nicht mehr gezwungen, dem 
letzten Elemente Werthe zn geben, die kleiner als 1 sind, sondern werden ganz 
allgemein von der Function 

spredien, wo n eine poeiHM oder ne^oäve ganoa Zahl igt. Die gefundenen 
Resultate werden nur als richtig anzusehen sein, wenn die Beschaffenheit der 
Elemente die Function, zu einer convergenten Reihe macht. 

Wir gehen von den Gleichungen (2. und 41.) aus und setzen darin 
q'^x statt X. Macht man zur Abkfirzung 

so ergiebt sich 

y(«+l,/9+l,y+l,y,y-a.) = -^j-Ji^^^^ 
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Nun ist 



folglich 

Durch Substitution dieser AusdfQcke in (41.) findet man 

-ary''(l-y«)(l~/)y, = 0. 

Für 9=1 entsteht aus dieser DifTerenzengleichnng die DiflTerentialgieichung, 
welcher V{ayß,y,x) als particulflres' Integral genflgt. Man dividire, um dies 
zu zeigen, jedes Glied mit (1 — ijf and setze darauf 9=1, indem man nach 
bekannten Regeln die Werthe der so entstehenden Brache von der Form ^ 
uniersucht. Wendet man das Zeichen d an, um die vollständige Differentiation 

nach q anzudeuten, so wird demnach ,_ , fftr ^sttsl, gleich der Grenze 

von -^ j^ für 9 = 1, und rr^^^ för jf = l, gleich der Grenze von 

^ . ^1^ _ ^1^ + i -^^ Es ist aber q auf doppelte Weise in der Func- 
tion 9>M9 9>j,+i od^r 9^11+2 enthalten: einmal mit a; nnmittelbar verbundeü,. dann 
aber auch noch auf eine Art, die unveränderlich bleibt für alle W^lbe von u. 
Es zerfällt also die vollständige Differentiation von^^ QBch y, Ui «ipe Diffe- 
rentiation nach demselben, in sofern es in y^o? vorkommt, und in eine Diffe- 
rentiation , insofern ea noch aufserdem in y^» entbaltep ist. Deotep wir das 

Differentiiren nach y in letzterer Art durch -^ an, und die Differentiation 

nach y"a:, insofern es explidte vorhanden ist, durch gr^rji so .haben wir die 
Gleichung 

wenn wir y'(«) zur Abkürzung statt ^^^'v^' ^'^^ schreiben« Eine Bech- 
malige Differentiation giebt 



iß^ Heine, Mer eine gewisse Reihe von aügemeiner Farm. 317 

Erwfigt man, dafd y'Ca?^"), g>'(xq'"^^)^ y'C^?""*"*)? «nd eben so <p'\xq% 
^"{'^q'^^^h y"(^y"^*)» w wie ferner auch ihre DffferenUaiquotienten (9) nach^ 
für y = 1 einander gleich werden, so findet sich als Werlh von rrzT)^ für y = 1 : 



dF{a.ß,Y,x) 

dx 



— X — , 



während .^_^ in 



o d^F(a,ß,r,x) I ^ dF(a,ß,r.x) 



übergeht. Es verwandelt sich hierauf die obige Differenzengleichung für den 
Fall ^ = 1 in die bekannte Differenzialgleichung: 

Setzt man zur Abkürzung 

_ i-^qr''-xff{if+qß^2q-^ß) . 
9n — //r-i(l— jriy«+/J+'»+^-r) 



SO leuchtet aus dem Vorhergehenden ein, dafs (p{pL,ß,Y,qfXff) ein Integral 
folgender Differenzengleichung ist: 

Es sollen jetzt die Bedingungen untersucht werden , unter welchen 
Gröfsen w^ und t^ von der Art existiren, dafs ihr Product w^v^ der Glei* 
chung (L) fitr jedes x genügt, wahrend zu gleidier Zeit v^ die Differenzen- 
gleichung 

IL ^r„ + G^Jv, + H^v, = integrirt, wo 

ist und a, b, Cf (f, S von n unabhängige Gröfsen bezeichnen. Da w^v^ der 
Gleichung (I.) genügen soll, so muls dieses Product, statt y. in (I.) sub^ 
sUtuirt, die Seite links auf bringen. Nun ist 
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ferner ist 

Die Substitation dieser Ausdrficke in (I.) giebt: 

J'v„lw, + 2Jw^-\-J'w„^ + Jv„i2Jw,^2J'w,+ff„w,+ff„Jiü„^ 

oder 

W„^2J'v,'\'{2Ju?„_^l'\-g^W^^l)Jv^'\-{J^Wn'\-^s.Jw„-\-/inWn) = 0. 

Um diese Gleichung mit (IL) in Übereinstimmung zu bringen, setzen wir 

oder 

III. w,^{G,-2) = w^^,{g,-2) 
und 

Vermittels (III.) erhalt man hieraus 

IV. (^„^,-2)(i^„-2)(fl„-6?„+l) = (6?_,-2)(6?,-2)(Ä,-^„+l). 

Während die Gleichung G^O ^^^ Function w„ bestimmt, giebt (IV.) den 
Zusammenhang zwischen a, b, c, q, S, a, ß, y, q, x^ so dafs man zwei Bedingungen 
hat, die nothwendig sind, wenn y^ = u^„r„ ein Integral von (I.) sein soll; die 
aber auch, wie man leicht sieht, ausreichen, indem sich aus ihnen rflckwflrts(I.) 
aufstellen Iflfst. Sind also a, ß, y, q, x gegeben, sp hat man aus (IV.) alle Systeme 
der zusammengehörigen a, b, e^ q, | zu suchen und für jedes System w^ aus 
(IIL) KU bestimmen; dann ist w^<p(afb,c,Q,Q''S) ein Integral von (L). 

SuBstiluirt man in (HL) und (IV.) fär y„, i&„, 6?„, H^ ihre Werlhe, so 
gehen sie in folgende Form Ober: 

VI. Q^\i-s9'^xi-§^^^'^^-^){i-^qr-^-xq^-\r^^^ {H9''-^r(r+9^)] 

so dafs ^ von x durch eine quadratische Gleichung abhängt. Man könnte 
glauben, dafs wenn auch a, ß, y, q, x gegeben sind, doch a, b, c, q belie- 
big angenommen werden könnten, wenn nur ^ diesen Annahnien entsprediend 
aus (VI.) bestimmt wird; es ist aber nicht zu flbersehn, dafti | von n tm^ 
abhängig sein muft. Es genflgt iwar w^v^ noch immer der Gleichung (L), 
wenn § den Buchstaben i» enthtit, Mfern nur Vn «In Integral von (II.) ist: dafs 



16. U eine 9 Hier w%e gewisse Reihe v^n allgemeiner Form^ 319 

aber diese^i^^rade (p (o, t, c, ^, q"* S) und eine Function von ganz bestimmter 
Fo^ 3^1) Wissen wir nur für den Fall (und im Allj/emeinen wird es auch 
nur ia diesem Falle so sein), dafs a, b, c^ if, ^ kein n enthalten. Hat man 
also ein System von Werthen dieser fOnf Gröfsen für ein bestimmtes n (z. B. 
n = 0), so mufs dasselbe System der Gleichung (VI.) für jedes n genügen. 
Diese Veränderliche kommt in (VI.) nur in zwei Verbindungen vor; in den 
Prodacten ^x und (»"f; auch x und f erscheinen, in keiner andern Zusam- 
menstellung. Die Auflösung von (VI.) giebt: 

VII. (,-f = ^^r')Yixin'^'^)\ 

wenn V^(«), 17 («r), /(e) gewisse ganze Functionen von ar, die beiden ersten 
vom zweiten, die letzte vom vierten Grade bezeichnen, welche die Form Aro-f-^*i^ 
-f ATaÄ^-f ^j^^'f**^* haben. Die & sind von n unabhängig, indem a, b, c, q, p 
kein n enthalten. Man findet hieraus 

Lfifst sich die Wurzel aus x(ß^) vvirklich ausziehen, so ist }/(;:(^)) ein 
Polynom zweiten Grades, vereinigt sich also mit V^(j?), oder wäre in (VII.) 
davon nicht zu unterscheiden nöthig gewesen, d. h. man hätte xi^) = setzen 
können. Es findet sich demnach aus (VIII.) 

X /(y(7"^)) ^ n y(yw) , 

wo jetzt y'(/(^) irrational in Bezug auf x , oder gleich Null ist. Diese Be- 
dingungen, welchen tpy tj, / unterworfen sind, die für alle Werihe ton x 
und n gelten sollen, specialisiren jene Functionen in der Art, dafs man für | 
nur eine sehr beschränkte Zahl von jPonn^it findet, die, ohne Mühe in (VI.) 
substituirt, die genauen Werthe von a, b, c, q, ^ durch a^ ß, y, q, x ausge- 
drückt geben, welche von allen möglichen, die (VI.) erfüllen, als von n un- 
abhängig, allein übrig bleiben. 

Bezeichnen Ato? A?!, k^^ ^09 ^n ^2? von x und n Unabhängige Constanten, 
so setze man 

•^(a?) =: kyi-\rkiX'\'k^x^^ 

ri{x) =3= go-^^Sft^-JrSt^- 

42», 
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Alsdann ist die Bedingung, welche in (IX.) liegt, durch die (HÜ^^ang 

ausgedrückt, der wir, wie leicht zu sehen, noch die Beschränkung hinzufügen 

können , dafs ^^ keine Conslante oder Null sein solle. Hier sind zwei Falle 

zn unterscheiden: entweder sind q und q zu gleicher Zeit gröfser oder kleiner 
als 1, oder es ist der eine dieser Werthe gröfser als 1, der andere kleiner. 
Im ersten Falle (und wir wollen des bequemen Ausdrucks wegen annehmen, 
es sei y<;l), setze man n=cx), und man findet Äü = 0, wenn nicht zu- 
gleich ^0? Sfi^ Si verschwinden. Schliefsen wir fürs Erste ^ü = aus^ so 
wird Aro=0, folglich 

k 
Da für n = oo die Seite links sich in -^ verwandelt, so darf auch die rechts 

9o ' 

nicht unendlich werden; es ist also entweder Q = q und dann k2 =ffi =ff2 = 0, 
oder p>y und dann ä:i = A?2 = 0, oder ff<ig und dann zunächst ä:i==0, 
^j=^2 = 0, hieraus aber k^q"" =^ q"" ^ ki oder q^ = ^. Sind aber zugleich 
Ato und ^0 gleich 0, so findet sich die Bedingung 

k,+k^q^x ^ k,+k^x 

91+91^"^ ^ '9i+9tr^' 

d. h. Ar^ = (man sieht leicht, dafs ^i nicht zugleich verschwinden kann), 

und hieraus — , * , = . ^^ '^ — . Ist g = q, so mufs^2 = sein: ist 

(f>q oder Q<iq, so wird ^2 = 0; so dafs nun folgende Combinationen 
übrig bleiben: 



1) yj{x) 
rjix) 



= k,x j 



für (» 



2) VW = *.«•! ft^^^. 

Im zweiten Fall 9 <C 1 , p >> 1 ist die Untersuchung ganz ähnlich der vo- 
rigen. Ist ko von yerschiedeii, so mulii y» ^eich Null sein, indem ff'' für 
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n = oo, seflbst unendlich isL Es wird demnach 

also entweder Q = — und dann ^^ = 0, ^1 = ^2 = 0, oder Qq>i und dann 

jr^ = und hieraus Äti+*iy'*^ + *29^''^ = (?yT(*ü + Äi^ + *2^^)9 d.h. 

(» = -7, Ai = Ar2 = 0; oder endlich kann auch Qq kleiner als 1 sein, woraus 

folgen würde, dafs g^=ig^=zQ ist, oder dafs alle A: verschwinden. Ist Aro=0, 
so wird 

folglich ^1 = und hieraus q = —^ Ats = 0. Im Ganzen giebt der zweite 
Fall folgende Combinalionen : 

6) V(^) = *^M für ,=1. 

Hätte man die Untersuchung för ein q, welches >>1 ist, angestellt, so wUrden sich 
dieselben Resultate ergeben haben; es wäre nur nöthig gewesen, bei der Beweis- 
führung n = — 00 zu setzen, wo es im Vorhergehenden gleich 00 gemacht 
wurde. Was x(^) betrifft, so wird aus der Verbindung von (IX.) mit (X.) 

gefunden. Da y^(x) nur einen der drei Werthe k^^^k^^x, k^^x^ annehmen kann, 
so findet man (da die Wurzel aus /(x) irrational nach x sein mufs, wenn sie 
überhaupt vorhanden sein soll) leicht, dafs /(j?) gleich Null ist; so dafs alle 
Werthe von S in folgenden Formen enthalten sind: 

(XI.) § = Ax § = h'x\ f = -j5j, ^ = F^' 
and if hangt von q respective durch die Gleichongen 

(f = 9> Q = ^» «• = 7> C = ^ «'»• 
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Um/i zu finden, oder die Beschrinkangen kennen za leno^di^ welehQ der 
Wahl der Grörsen a, b, e dadurch aufgelegt werden, dafs f jene specieUen 
Formen (XL) haben mufs, subslituiren wir fQr ^ diese Ausdrücke in ^VI.)) 
nachdem wir vorher n = gemacht haben. Durch die so eben vollendete 
Untersuchung wissen wir, dafs die Resultate , die man dadurch erhält, insofern 
sie die Abhängigkeit der Gröfsen a, b, c, S von a, ß, y, q, x betreffen, für 
jedes n Gältigkeit haben. Es werden sich nun a, b, c als Functionen von 
a, ßy Y, q ergeben; wir wollen aber hier nicht alle Relationen suchen, die 
a, b, c mit a, ß, y^ q verbinden, sondern nur das Abhängigkeitsgesetz, unter 
der Voraussetzung, dafs a, ß, y allgemein bleiben, d. h., wir suchen die Art 
der Functionen x^ Xi> Xi> welche a, b, c respective gleich xi^yß^Y^q^ 
Xi{ctjßj y,q)^ X2{p^>ßjy>q) för alle Werthe von «^ ß, y machen. Wir wol- 
len die Anzahl Fälle fQr diese Abhandlung noch verringern, indem wir fest- 
setzen, es sollen die Functionen /(«,/?,/, v)^ xM>ß>7>q)i X,^k^yßy7>q) von 
q unabhängig sein. Haben ol, ß^ y, q besondere Werthe, oder sind sie durch 
nicht identische Gleichungen verbunden, so werden wir das Resultat der all- 
gemeinen Untersuchung gleichfalls anwenden können ; wir sind aber dann nicht 
sicher, dafs dann nicht noch eine gröfsere Anzahl von a, b, c fflr den vor- 
liegenden specieUen Fall vorhanden sei. 

Dies vorausgesetzt, bringen wir (VI.) , nachdem wir darin n = an- 
genommen haben, auf die Form 

Xn. Ä{l-SKl-SQ''-^^'^Xl-xB)(i-xqB) 
= {l-x)(i-xq^^P'yXi-^CXl-^(fC), 
wo zur Abkürzung gesetzt wird: 

Macht man zunächst §=^h^x^, also auch Q = q\ so verwandelt sich (XII.) 
in folgende Gleichung: 

Xni. Aii-^/ixXi^AxXl-hxq^^^^Xl^hxq^-^'-^)^^^^ 

= (l-ar)(l-:rv"-^^0(l-Aa?yC)(l+/«:]/C)(l-Axy|/C)(l.f^^ 
Damit diese Gleichung fär jedes x bestehen könne, mufs zunächst A=z\ 
sein; aufserdem ist es nöthig, dafs jeder Factor der einen Seile auf der 
andern Seite gleichfalls vorkomme. Es läfst sich leicht zeigen, dais keiner 
von den beiden Factoren (1— arÄ), {\—xqB) mit (1— a?) oder {i—xq^-^^) 
übereinstimmen kann. Denn wäre (1 — j?^ä)=(1 — a?y'), wo « entweder 
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€dei^ 1|^ lir entweder a^ß-^y oder bezeichnet, so wäre B = q'^U d. L 

It^ly^ gleich einer Potenz von q; es bestände (also gegen die Annahme) 

eine nicht identische Gleichung zwischen a^ ß und y. Es sind demnach die 
Factoren {\ — xB)^ (l — xqB) unter den letzten vier Factoren rechts (XIII.) 
zu suchen, d. h. es ist entweder B = h^C, oder B= — Äj^C^ so dars, 
wenn die Zeichen + diesen beidjen Fällen so entsprechen, dafs für jB = A]/C 
das obere, für B=—A^C das unlere zu nehmen ist, aus (XIII.) 

= (1— ar)(l— a?9«+iH')(l+A-P|/C)(l±Aa7yyC) 
folgt. Da rechts der Factor 1 — x vorkommt, so mufs er auch links stehen. 
Hier hat aber jedes Glied von der Form i-^-ex ein entsprechendes Glied 
1 — ex, so dafs die Seite rechts den Factor l-j-^ enthält. Berücksichtigt 
man, dafs A=+A|/C ist, so erhält man 

entweder q^^^^y = — 1 , oder B = — 1 ; 
welches beides Gleichungen zwischen a, ß, y sind. 

Hieraus ist klar, dafs die Gleichung (XIII.) und mit ihr die Annahme 
|sc=/i^ar^ nicht bestehen kann* £ben so wird die Form ^ w^ .^ , auszu-* 

schliefsen sein; so dafs nur noch die Werthe f = Äa? und f = t- zu unter- 
suchen sind. Setzen wir in (XII.) 

^z= hx und q =^ if, 
so ergiebt sich 

und ferner 

{i—kx){\'-hxf'^^){X—xB){\-xqB) 

= {i-xXi-xf'^^r)(i^hxC){i — AqxC); 
dneGleichang, die (wie leicht eu sehen), damit a, ß, y allgemeiB bIeU>en kön- 
nen, am folgenden beiden besteht: 

XV. (1— Äar)(l— Aar^+»-') = (I— a?)(l— a?v»+<H') „nd 
XVI. {i-^xB)ii^xqB) = ii—hxCXi-AqxC). 

Aus (XVI.) folgt 

B =hC 

and aas (XV.) 

entweder Ä = l, a-\-b — e= a-\-ß~-y, 

oder 4«=^+^, a-f*-i?=-(o+/3-y); 
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endlich aus (XIV.) entweder e=y, oder c = 2 — y; wAhrend maji/fä^nb- 
liehe imaginären Werthe von a, b, e, die kein neues Resultat geklDf un- 
berQcksichligt larst. Combinirt man alle diese Fälle, so ergeben sibh folgende 
Systeme von Werlhen für a, ä, c, p, (»"l'; 

a, ß, Y, q, xq", 

Y-a, Y-ß> Y> 1> x(f+P-r-^', 

«+1— ^ ß-\-^-Y> 2— ^ q* x<f, 
1— o, 1— /?, 2—Y, q, xq^+P-r^'. 

1 1 

Für 1 = 7- und q = — findet man gleichfalls vier Systeme, nfimlich: 

ß, ß^\-r> /5+i-«> |, ~. 

Zu jedem dieser Werthe von v„ suchen wir das entsprecheode to. ans (V.)* 
Ist z. B. « = y— «, b = Y—ß, c = Y, (f = q, § = scq'+^ so wird 

(1— jro"-^) 

Bezeichnet also ^i irgend einen von n unabhängigen Wertb, so erhält man 
YVII ./, — Jt (i-x)H-qx)H-q*x) .... (i-xy»-») 

einen Ausdruck, der sich nach (75.) auch in folgenden transformiren läfst: 

'' 9(y-«-Ä 1, 1, 7. *9"+^+"-'') ' 
Es ist leicht zu sehen, dafs sich w„ auch nach Potenzen von xq' entwickeln 
läfst. Auf ähnliche Art wird fQr jedes o, das entsprechende u>. bestimmt; 
bildet man dann die Producte w„v^, so finden sich folgende adit Integrale 
von (I.), die, sowohl selbst, als auch mit einer willkQrlicben Constante (in 
Bezug auf n) multiplidrt, folgende Gleichungen befriedigen: 

1. <p{a,ß,Y,q,xf), 
_ (i—x)ii—sq)(i—xq*)....(i—xq"-^) , ^ „^.a^^, » 
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5. y— 9,(«, «4-1 -p.,a-fl _/?,_, —), 

(1— r) (1 -X7) .... (1— J7"-') <y"(/»-y> 
(i— x«/«+/»-)')(l— X7«+/»-y+») .... (1— jr7"+/H'+"-») ' 



6. 



4/ ' j:</« 



8. 



7. ^->(/9,/9+l_;.,/9+l-a,l,-L), 
(1— jg) (1— griy) .... (1 - jriy^-^) g^'Cg-y) 



(l-jr«7«+/'-y)(i-jr«]f«-^/»-y+*) .... (1— jr7«+/'-y+'-^) ' 

Man siebt leicht, dafs je zwei von diesen Integralen dieselben sind, d. b. nur 
durcb einen conslanten Factor sieb unterscbeiden. Es Ififst sieb nftmlich «ei- 
gen, dafs zwei Integrale einer Differenzengleidinng wie (I.), die ^cb auf 
die Form 

bringen lassen, wo Oq, Hi, etc. kein n entbalten, einander gleicb sein müssen. 
Solcbe Lösungen sind z. B. (1. und 2.). Nimmt man hier g <Ci an und 

setzt in 

n gleich oo, so wird 

k - 1 

also 

XVm. ^{a, ß, y, q,x) = (p («+/?— y, 1, 1, q, x) (p{y—a,y—ß, y, q, q^'-^'^^x). 

Diese Formet giebt für 9 = 1 die bekannte van Euler ^^ndenß 
Relation zwischen den beiden hypergeometrischen Reiben F{a,ß,y,x) und 
F(y^a, y — ß, y,x): 

F{a,ß,y,x) = {i—xy--'^F{y—a,y^ß,y,.x).^ 
Setzt man auch für a, ß, y specielle Wertbe, so lehrt si^' z. B., dafs die 
Reibe q>(in, — ^it, i, q^^x)^ wenn n eine ungerade Zahlbeseioknet, sich 
als Resultat der Mutiplication eines einfachen un^dlidien Ppoducts,. nimlkh Tcm 
9>(— i) 1? 1) q\ ^) mit der endliükmBeihe 9)(— ^n— 1)^ iCH^)) h tf ^^^\ 
darsteUen Ift&t: euiReaultatt welobe0^ mit dem Fdl 93:^1 vergliolMiiv^iiiAt 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. 43 
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uninteressant ist. Setzt man nfimlich q==i^ J7 = sin^/^ so t||MnDy|^|||^di 

die Reihen respective in cos nt, cost, ^^ , und man findet, tfal^, wfih- 

cos X 

rend cosnt, nach Potenzen von sin^/ entwickelt, ins Unendliche fortläuft, 

C08 nt ,, . t . 
abbncbt. 



cos^ 

Wir wollen noch eine zweite Anwendung des allgemeinen Satzes auf 

speciellere Reihen machen, indem wir y(a, l,l,y,rar)9?^a, 1, l,y, — ) nach Co* 

sinus der Vielfachen von x entwickeln, wo 2: gleich ef^ gesetzt ist, während r 
einen beliebigen ächten Bruch bezeichnet. Nennt man zur Abkflrzung jenes 
Product ^(«, r), so wissen wir einerseits, dafs sich S'{a,r) auf die Form 

^^ '^ ~J!L (1 — 2v'"rcos2ar + 7^r2) 
bringen l&fst; andrerseits kann man 

»{a,r) = 4«>(r)+2cJ"^(r)cosa?+....+2cX?>(r)cosf/i:p+.... 
setzen, wo 

Nun ist nach (XVEI.) 

y(2a-l,l,l,y,0<p(l-a,l-a + m,m-fl,flr,y^-V), 
also 

Hieraus erhellet der Zusammenhang zwischen &{a,r) und &(i — a,rg'"'^). 
Far 9 = 1 ergiebt sich unmittelbar die bekannte, auf verschiedenen Wegen 
abgeleitete Formel, die ffir jedes ganze m gilt: 

/^ cos mx dx 

= (-ir ""^"trt.^r"^ • („^l.),,^x/ "(«' + 2«^cosa. + &T cos»».. rf;r. 

Durch Anwendung von (XYIIL) ergiebt sidi, dafs die Integrale 

XS. md 4.), ebenso (5. nnd 6.)) endlich audi (7. nnd 8.), nicht verschieden 

8ind, ^0 dafs sidi die acht Ldsungen paarweise in vier Gruppen vertheilen. 

IMe letMen m&r Integrale kann man Hbrigena nach einer Fermel in der EinM- 
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fauyft S^tt «^^ dafs das vierte Element q ist, statt — . Es sei endlich nodi 

bemerl^^jilpi^ (XVni.) die Gleichongen (62. und 63.) unter sieh enthalt. 

Ini Vorhergehenden haben wir gezeigt, dafs man immer im Stande ist, 
zwei verschiedene Lösungen zu finden, welche die Gleichung (I.) vollständig 
integriren. Wir wollen schliefslich Beziehungen unter den Integralen von (I.) 
aufsuchen. Sind /„ und 2r„ Auflösungen einer linearen Differenzengleichung 
zweiter Ordnung, wie 

wo g^ und h^ ganz allgemeine Gröfsen bezeichnen, die y„ nicht explicite 
enthalten, so giebt die vorstehende Relation, mit ^2r„-|-^n^^A-f ^n^n =0 
verbunden, folgenden Ausdruck: 

Setzt man F„ = ar„^y„— y„i^ar„, so findet sich 

XX. zJ'y^-y^J'z, = JV^^iJz^J'y^-Jy^J'z,). 
Andrerseits giebt die Verbindung der ursprfln^cben Differanxengleichungen: 

JzJ^yn — Jyn^Zn = KK, 

so dafs (XX.) in 

abergeht und man also aus (XIX.) 

^F„+(y,-AjF„ = 

erhält, oder, da JV^ = V„^i—V^ ist, 

XXI. F.+, = V^ih^-g^+i). 
Es bleibt nun noch fibrig, fflr die Gröfsen V, ff, h ihreWerlhe in (XXI.) zu 
setzen. Die Substitution giebt (da sich z^Jy^ — y^Jz mit z^y^^ — yn^n^^x 
vertauschen läfst): 

Es ist demnach 

TTIII f^ V -V 5r — -* (\-x){\-xq)....{\-x^-^\ 

wenn k einen von n unabhängigen Werth bezeichnet. 

Diese Gleichung enthält den Satz, dals sich aus wMm Integral y^ einer 
linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung ein zweites Integral z^, durch 

43» 
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eine einfache SummiUian finden Iftfst; ganz so wie eine einrige ImiUs^n 
ein zweites Integral einer linearen Differentialgleichung zweiter jl^llb^Wg aus 
einem gegebenen ersten liefert. Um dies klarer vor Augen zu leg^n, divi- 
cBre man (XXIII.) durch y„y,+i. Dies giebt 

SO dafs die Summation — durch bekannte Gröfsen ausgedrückt giebt. Mnlti- 
plicirt man endlich mit y„, so erhält man das zweite Integral z^. 

Für y„ und z^ kann man in (XXIII.) nach und nach die vier verschie* 
denen Integrale von (I.) setzen. So giebt z. B. die Verbindung des ersten und 
dritten Integrals von (L), wenn man die Constante k für 11 = 00 bestimmt: 

= 9(a+^+i— y> ^^ I9 q^ ^O- 

Es würde übierflflssig sein, die Gleichungen hinzuzufügen, welche aus den 
übrigen Combinationen von je zwei Integralen entstehen; die gefondenen Ans- 
drücke kann man durchs die Formel (2.) in der Einleitung noch weiter trans- 
formiren, und erhält so Resultate, die den von Kummer in diesem Journal 
Band 15. p. 62 et seq. abgeleiteten ganz ähnlich sind. 

Bonn, im Januar 1847. 
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17. 

Über Curven dritter Ordnung und analytische 

Beweisführung. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Plücher zu Bonn.) 



jidne Reibe von eleganten Sfitzen Ober Curven dritter Ordnung, die Herr 
Steiner (im 32. Bande dieses Journals v welcben ich in den letzten Tagen 
erbielt) ebne Andeutung eines Beweises mittbeilt, veranlafst micb, bier darauf 
binzuwdsen, wie solcbe Resultate, denen sieb leicbt nocb andere von dersel- 
ben Art binzufOgen lassen, entweder die blolse Interpretation einer Gleicbungs- 
form sind, die wir unmittelbar binscbreiben können, oder docb wenigstens an 
eine solcbe Interpretation sieb unmittelbar anknflpfen lassen. leb babe bier keine 
andere Absidit, als auf diejenige Metbode, die, zur systematisoben Grundlage 
der analytiscben Geometrie auszubilden, bisber das Ziel meiner matbematiscben 
Bestrebungen war, aufinerksam zu macben; und dazu mag bier ein einzelnes 
Beispiel genOgen. 

Indem wir durcb 12, und Q^ zwei Functionen dritten und zweiten Gra- 
des zwiscben zwei YerSnderiicben, welcbe gewöhnlicbe Parallel -Coordinaten 
bedeuten mögen, durcb die lateinisdien Bucbstaben lineare Functionen derselben 
und durcb die griecbiscben Bucbstaben constante Coöfficienten darstellen, ist 
die folgende Gleicbnng , 

1. a^r^tis" = Ä = 0, 
bei einer Oberzfibligen Constante, die allgemeine Gleicbnng der Curven dritter 
Ordnung. Die Form dieser Gleicbnng zeigt, dafs die gerade Linie (r) die 
Tangente in einem Wendungspuncte der Curve ili ist, und die gerade Linie (ß) 
eine solcbe, die einerseits durcb den Wendungspunct {a^r) gebt, andrer- 
seits die Curve £1^ nocb in solcben zwei Puncten sdineidet, in welcben diese 
von demselben Kegelscbnitte £1^ dreipunctig oseulirt wird. Wenn eine Curve 
dritter Ordnung il^ gegeben ist, so kann, bei den fiberzfibligen Constanten 
ibrer Gleicbnng (l.)) {e) jede beliebige gerade Linie sein, die durcb einen 
ihrer Wendungspnncte geht; wenn aber diese Linie einmal beliebig angenom*- 
men worden, seist der Kegelschnitt 122 dadurch vollkommen bestimmt, dafs er 
die Curve £1^ in den beiden übrigen Puncten, in welcben dieselbe von der 
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Linie («) geschnitten wird, dreipunctig oscuürt. Dieser Kegelschnitt 
besondere auch in ein System von zwd geraden Linien ausnrMjgi^ 

A = pq; 'i 

dann verschwindet ans der Gleichang (l.)? indem sie in die folgende fibergeht: 

2. pqr+fie" = 0, 
die äberzählige Constante. . Die Linie («) ist hier dadurch bestimmt, dafs sie 
gleichzeitig durch die drei Wendunspuncte (p, s\ (q, s) und (r, s) geht. Wir 
können femer die Linie (s) insbesondere auch dadurch bestimmen, dafs sie die 
Curve JQ), und folglich auch in demselben Puncto den Kegelschnitt Sit berühre. 
In diesem Berflhrungspnncte fallen alsdann die beiden Osculationen jener 
Curve und dieses Kegelschnittes zusammen, indem sie eine aechspunctige Osca- 
lation bilden. Hier verschwindet wiederum, v^rie in dem vorigen Beispiele, die 
flberzfthlige Constante. Um in Evidenz zu bringen, dafs der Kegelachnitt i2| von 
der Linie (e) berflhrt werde, setzen wir zunächst 

Sit = st+xu"^ 
und da die Function «Qt dann immer noch eine wüIkOrliche Constante enthslt, 
dem entsprechend, dafs (<) jede beliebige Tangente des bezflgüchen Kegel- 
schnittes sein kann, setzen wir Oberdies, indem wir filr diese Tangente die- 
jenige nehmen, welche, wie («), durch den Wendungspunct ir^s) geht: 

/ = s^lr. 
Hiernach geht die allgemeine Gleichung (1.) in die folgenden Formen Aber: 

' ) = *(/i^+*r-f-iO-f.xiiV = 0, 
oder auch, indem wir den Ausdruck in der Klammer der letzten Form 
in seine (reellen oder imaginären) Factoren ersten Grades auflösen, in die 
folgende: 

4. s(s^ar)(9'\'a'r)'^pu^r = 0. 
Die drei geraden Linien 

5 = 0, e-^-ar = 0, 8-\'a'r = 
stehen, in Gemäfsheit der letzten Gleichungsform (4.), in gleicher Beziehniig 
zur Curve: es sind die drei Tangenten, die von dem Wendnngspniicte (a^r) 
aus an die Curve sich legen lassen. Die drei Bertkhrugapuncte mf dieeeft 
drei Tangenten liegen sämmtlich auf der geraden Linie (n), und aind solche 
Puncto, in welchen die Curve JQ, von Kegelschnitten sedispunctig osonlitt 
wird. Die Linie (r) bleibt, nach wie vor, die Tangente der Curve im Wen- 
dungspuncte {s,r). 
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0]^ Jbitt zuerst in meinem ^System der analytischen Geometrie (Berlin 
m^^iSlM Untersuchungen über die Wendungspuncte der algebraischen 
Curven eingegangen und habe namentlidi gezeigt , dafs eineCurve nter Ordnung 
3ft(ii— 3) solcher Puncto hat (297.); dafs eine Curve der dritten Ordnung 
demnach neun Wendungspuncte hat, und dafs von diesen im allgemeinen Falle 
immer drei reell und sechs imaginfir sind (299.); dafs ein conjugirter Punct 
die sechs imaginfiren, ein Doppelpunct zwei reelle und vier imaginäre, ein 
RflclKkehrpunct die sechs imaginflren und zwei reelle Wendungspuncte absorbirt 
Dann habe ich ferner folgenden, hieher gehörigen Satz bewiesen: 

Die sechs Berührumgspuneic auf dei^en^en sechs Tangenten einer 
Curve dritter Ordnung, welche, von irgend einem Puncte der Linie S *) aus, 
an die Curve sich legen lassen, liegen auf einer Curve zweif-er Ordnung, 
welche durch die drei Winkel/mncte des van den Wendungstangenten **) 
gehildeten Drucks und den Pol der Linie 8, in Beziehung auf dies Dreieck, 
geht. Von Jedem der drei Wendungspuncte lassen sich nur noch drei 
Tangenten an die Curve legen, und die drei Berührungspuncte auf den^ 
selben liegen in gerader Linie. Die drei geraden Linien, welche man auf 
diese Weise erhält^ gehen durch die drei Winkelpuncte des obigen Drei-- 
ecke und schneiden eich alle drei im Pole der Linie jSf***) (326.). 

Nach dem eben citirten Satze entsprechen den drei reellen Wendungs- 
puncten einer Curve dritter Ordnung (von den imaginären Wendungspuncten 
können wir hier ganz absehen) hiernach im Allgemeinen neun der fraglichen 
Osculationspuncte; diese neun Puncte liegen zu dreien auf drei geraden Linien, 
und diese drei geraden Linien schneiden sidi wiederum in demselben Puncte. 
Hiedurch ist zugleich eine Reihe von Situationssfttzen gegeben, die zu ent- 
wickeb hier der Ort nicht ist. Die neun Osculationspuncte sind aber keines- 
weges immer reell: es können auch sechs derselben imaginär sein. Ein Blick 
auf die im Systeme gegebene Aufzfihlung und Darstellung der 219 verschiedenen 



*) Als Linie S ist diejenige bezeichnet, welche durch die drei reellen Wendangs- 
puBcte geht, 

**) Richtiger ausgedrfickt: Tangenten in den Wendungspuncten. 

***) Als Pol einer gegebenen geraden Linie, in Beziehung auf ein gegebenes Dreieck, 
igt derjenige Punct bezeichnet, durch welchen jede der drei geraden Linien geht, die 
einen Winkelpunct des Dreied[8 mit demjenigen Puncte verbinden, welcher auf der gegen* 
überliegenden Seite zu den beiden übrigen Winkelpuncten und dem Durchschnitte mit der 
gegebenen geraden Linie als vierter harmonischer Theilungsptinct gehört. Ruckt die Linie 
unendlich weit, so ist ihr Pol der Schwerpunct des Dreiecks. 
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Arten der Curven dritter Ordnung zeigt zum Beispiel, dafs die är^i 

die dritte Art nur drei reelle Oscnlationspuncte von der fragliobira ArTEJit. 

Der im obengenannten Bande des Journals S. 183 von Hm. J^Simer 
an die Spitze des „Auszugs aus einer am 27. November 1845 in der Akad. 
der Wissenscbaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung" gestellte Satz lautet: 

Eine Cnrve dritter Ordnung enthält im Allgemeinen 27 salehe 
Puncte Pf in deren jedem sie von einem Kegelschnitte sechspuncHg be^ 
rührt werden kann. Von diesen 27 Puncten sind 9 reell und 18 ima^ 
ginär. Die Gleichung vom 27ten Grade, durch welche die 27 Puncte P 
bestimmt werden^ ist immer algebraisch aufzulösen; was für die Algebra 
selbst von Interesse ist. 

Wenn der zweite Theil des vorstehenden Satzes immer riditig wfire, 
was nach dem Vorstehenden nicht der Fall ist, so wflrde er auf elegante 
Weise sich neben den oben schon erwähnten Satz stellen, dafs von den neun 
Wendungspunclen (das heifst, von denjenigen neun Puncten, in welchen eine 
Curve dritter Ordnung von einer geraden Linie dreipunctig berührt wird) immer 
doppelt so viele imaginär als reell sind. Was den dritten Theil des Satzes 
betrifft, so möchte die Bildung der Gleichungen vom 27ten Grade, deren Wur- 
zeln die Coordinatenwerthe der 27 Oscnlationspuncte sind, so complicirt sein, 
dafs das besagte algebraische Interesse dadurch in den Hintergrund treten würde. 
Wenn dieser Theil des Satzes überhaupt aber richtig sein sollte (was ich bis 
jetzt nicht glaube), so müfsten sich auch, was bisher noch nicht bekaiiiit 
war, die neun Wendungspuncte einer Curve dritter Ordnung durch die Auf- 
lösung von Gleichungen dritten Grades mit einer Unbekannten bestimmen las- 
sen, wonach dann erst durch die Auflösung einer eben solchen Gleichung die 
jedem einzelnen Wendungspuncte entsprechenden drei Oscnlationspuncte sich 
ergeben würden. 

Schliefslich erlaube ich mir nur noch eine allgemane Bemerkung über 
die von mir angewandte Methode analytischer Beweisführung, beziehe mich 
hierbei indefs, um leichter verstanden zu werden, lediglich auf das einzelne 
vorliegende Beispiel. Meine Gleichungsformen sind vollständige DarsteU 
lungen graphischer Constructionen , in denen nichts Fremdartiges sich 
findet; es sind ideale, tnit analytischen Symbolen hingezeichnete Figuren. 
Ich will einen Kegelschnitt £li construiren, der eine gegebene Curve dritter 
Ordnung in zwei Puncten osculirt und schreibe sogleich die Gleichung 

1. Ar+iU*' = 0, 
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al|^.d|M»!j^t8pr6ch6nde, hin. Es treten in dieser Gleichung, gleichzeitig niiti22, 
die JiiiMr^.,Fiinclionen 9 und r auf, und diese stehen au der Conslruclion des 
KegeliM^Iiiiittes Q^ in nothwendiger Beziehung: jener entspricht die durch die 
beiden Oscolalionspuncte gehende gerade Linie, dieser die Tangente in einem 
Wendungspuncte. Die Gleichung (1.) zeigt, dafs die erstgenannte Linie (s) 
der Bedingung unterworfen ist, ebenfalls durch diesen Wendungspunct zu gehen, 
und da aie eine willkürliche Constapte enthält, kann sich die fragliche Linie (iv) 
beliebig um denselben drehen, so dafs ihr in jeder andern Lage ein anderer 
Kegelschnitt «{22 entspricht. In einer besondern Lage entspricht ihr ein System 
von zwei geraden Linien. Es ist dies ausgedrOckt in der Gleichung 

2. p^tr'\'[As^ = 0, 
welche die gerade nolhwendige Anzahl von Constanten einschliefst. Wir erblicken 
in ihr eine gerade Linie {s) dargestellt, die durch drei Wendungspuncte der 
gegebenen Curve geht, und die drei Tangenten p, q, r in diesen drei Puncten. 
Die Discussion dieser Gleichungsform ist die Discussion der Wendungspuncte 
der Curven dritter Ordnung *). Drei solcher Puncto sind reell und liegen auf 
der geraden Linie (#). Der algebraischen Umformung der Gleichung (1.) in die 
Gleichung (2.) (an solchen Umformungen scheitern die gewöhnlichen Metho- 
den der analytischen Geometrie) nnd wir ganz überhöhen f wir haben uns 
blofs zu überzeugen, ob die Anzahl der unabhängigen Constanten noch die 
nothwendige geblieben ist« Wir können ferner auch die durch den Wen- 
dungspunct gehende Linie {e) der Gleichungsform (1.) dadurch näher bestim- 
men, dafs sie die gegebene Curve dritter Ordnung berflhre. Dann fallen die 
beiden Osculationspuncte in einen einzigen zusammen, und der Kegelschitt ü^ 
osculirt diese Curve sechspunctig. Dieser sechspunctig osculirende Kegdschnilt 
tritt in der Gleichungsform 

3. {s{8'\-lr)'\-x%i'}r^{^le = 0, 

welche^ wie (2.), die gerade nothwendige Anzahl von Constanten enthält, in 
Evidenz. Alles Willkflrliche ist hier wiederum ausgeschlossen. Durch eine ein- 
fache Form -Änderung, indem wir zu der Gleichung 

4. s{s^ar){8'\'a^r)'\-xv?r = 

übergehen, verschwindet plötzlich der osculirende Kegelschnitt aus der Con- 
struction und statt desselben zeichnen sich, neben der Tangente (r) im Wen-* 
dungspuncte, die sämmtlichen drei durcli diesen Punct gehenden Tangenten der 



*) System 3ter Abschnitt §. 8. 
Crelle'i Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. 44 
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gegebenen Curve und diejenige gerade Linie hin, welche dorch die wei Bp^ 
rflhrangspuncte auf diesen drei Tangenten geht. Jede der yier Gleiohong»- 
formen, als Bild der gegebenen Curve dritter Ordnung und der davon «bhin« 
gigen Kegelschnitte und geraden Linien, unmaskirt durch die Annabme wiU- 
kflrlicher Coordinaten-Axen, ist, in Worten ausgedrückt, ein geometrischer 
Sats. Die den beiden letzten Gleichungsfonnen entsprechenden SAtse grnp- 
piren sich, weil eine dieser Formen aus der andern unmittelbar hervorgeht, 
zusammen, und mit ihnen flberdies auch noch ein dritter Satz, indem die 
Gleichung (3.) sich auch in der Form 

oder in der Form 

5. (^,^ßnXs^ßn)r^^{4^^r^X9^yr)s = 
schreiben Ififst; wobei vier neue gerade Linien in Evidenz treten % 

Die Geometrie der bOhern Curven kann der Algebra und ihrer Be- 
griffs«-Bestimmungen nicht entbehren. Es giebt nicht einmal eine geometrische 
Definition einer Curve dritter Ordnung; und wo es keine allgemeine Definition 
giebt, da giebt es auch keine methodische Behandlung. Die BeMimmimg einer 



^) Die Gleichung des osculirenden Kegelschnitts 

wird befriedigt, wenn zugleich 

«s-fxfi^sO und r = 
ist, woraus sich zeigl, wie die erste dieser beiden Gleidiangen 

4^ +XU» = (s-^-ßu^s—ßu) = 
zwei solche gerade Linien darstellt» die den Osculationspunct (s^ u) mit denjenigen beiden 
Puncten verbinden, in welchen der Kegelschnitt von der Tangente (r) im Wendungspuncte 
(r, #) gesdmitten wird. Ebenso stellt die Gleichung 

^** + *r» =^(*+yr)(*-yr) = 
zwei durch den Wendungspunct (r, «) gehende gerade Linien dar. Und somit ist der 
im Texte angedeutete, in der Gleichungsform (5.) ausgesprochene Satz folgender: 

Wenn man den Punet, in welchem eine gegebene Cwree dritter Ordnung wn 
einem KegeUchniite eechepunctig osculirt wird, mit denjcni^ef$ büden Punctcti, in 
welchen dieser Kegelschnitt von der Tangente der Curve m dem entsprechenden 
Wendungspuncte geschnitten wird, durch zwei gerade LbUen verbindet, eo begegnen 
diese der Curve noch in sokheti vier Puncten, die, paarweise, mit dem Wendungs" 
puncte in gerader Linie liegen. 

Wenn man einen der vier Darchschnittspuncte kenat, so sind die drei Abrufen 
unmittelbar dadurch bestimmt, dafs einerseils die Gleichungen 

j|=:0, M=rO, S+ßu^O, S — ßu-0, 

und andrerseits die Gleichungen 

5=r0, r=0, «4-;^r=rO, * — yr = 0, 
vier Harmonicalen darstellen. 
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Gttrve dbittw Ordnung ak einer solchen, die von einer geraden Linie in drei 
Poncten geschnitten wird, ist die geometrische Umschreibung einer algebraischen 
Definition nnd kommt darauf hinaus, zu sagen, dafs eine solche Curve durch 
die allgemeine Gleichung dritten Grades zwischen gewöhnlichen Punct-Coordi- 
naten x und y dargestellt werdi», indem, wenn wir zwischen einer solchen 
Gleichung, und der allgem^nen Gleichung ersten Grades zwischen x und y 
eine dieser beiden Gröfeen eliminiren, die resultirende Gleichung vom dritten 
Grade ist Wollen wir dieser Definition ihre algebraische Basis nehmen, so 
bdrt sie auf Definition zu sein; denn, auch abgesehen von dem Imaginären, 
können wir nicht mehr nach dieser allgemeinen Bestimmung eine bestimmte 
Cunre von der fraglichen Art construiren. Die allgemeinsle geometrische Defi* 
nition einer Corvo dritter Ordnung wAre nach meiner Meinung immer noch die** 
jenige, welche als Interpretation der Gleichung (2.) sich ergiebt, wenn wir diese 
in folgenderweise schreiben: 

59 Wenn vier gerade Linien (/?), (7), (r) und (s) gegeben sind, so ist 
„der geometrische Ort solcher Puncte, fQr welche das Product aus den Ab- 
lySt&nden von den drei ersten gegebenen geraden Linien zu dem Cubus des 
„Abstandes von der vierten geraden Linie in einem gegebenen Verhältnisse 
„steht, eine Cnrve dritter Ordnung/* (Die vier gegebenen geraden Linien 
können hierbei, unbeschadet der Allgemeinheit, immer als reell angesehen wer^ 
den. Auf Ähnliche Weise, wie ich in meinem Sjfsteme eine Aufzihlung der 
verschiedenen Arten der Curven dritter Ordnung an die Gleichungsfom 

pqr'\'ti8 = 
geknfipft habe, ergiebt ach auch hiev, eine solche AufzftUung; wobei die ver- 
sdiiedene gegenseitige Lage der obigen vier geraden Linien das Princip der 
Eintheihmg liefert. Nriien diese neue Aufzfthlnng stellt sich unmittelbar die 
ganz analoge der Curven dritter Glasse.) Aber wer wflrde es unternehmen, 
aus der vorstehenden, oder ans irgend eider anden Definition, auf geome^ 
trischmn Wege, die Eigenschaften der Curven dritter Ordnung systematisch 
abmleken? Dies ist offenbar nioht mögUcb, ofan^ Nebeneinanderstellung der 
coordinirten Falle, die durch das Reelle und Imagibfire bedingt werden. Wollten 
wir aber unmittelbar das Inagintare in die geometrische Discnssion anfnehmen^ 
so hiefse das algebraisch verfahren« 'Andrerseits wtt&.ich redit wohl, dafii 
auch an das Imaginäre sich eine nähere oder «n^ertt/fra geometriaehe Be- 

44» 
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*t 
deutung anschlierst. Zwei Kegelschnitte sdineiden sieh zam Beispiel in irier 

reellen oder imaginflren Pnncten, dorch welche sich immer drei Systeme von 
iswei geraden Linien legen lassen; die geraden Linien iweier dieser drd 
Systeme können imaginär sein ; die beiden imaginftr^n Linien der beiden Systeme 
schneiden sich in zwei Poncten, die ihrerseits entweder reell oder imaginär 
sind: aber auch wenn sie imaginär sind, liegen sie umner auf einer reellen 
geraden Linie. Es ist dies die geometrische Einkleidung eines algebraischen 
Factnms. Nehmen wir als einfacheres Beispiel den Fall zweier Kreise, durch 
deren beide, reelle oder imaginflre, Dnrchschnittspuncte immer eine reelle 
gerade Linie geht, so können wir diese gerade Linie hier anöh gidometrisch, 
etwa als die Linie der gleichen Tangenten, definiren und so das ImaginAre 
gewissermafsen umgehen. Wir können dies immer, wenn die Onrven von der 
zweiten Ordnung sind, wo, indem wir dieselben als Schnitte einer KegelflSche 
definiren, diese Kegelfläche die allgemeine Gleichung vom zweiten Grade ver- 
tritt. Hier reichen, um die Discussion allgemein und systematisch zu machen, 
die Projeclions- Methoden, oder die Collinealion, oder die Theorie der har- 
monischen Proportionen und der Involutionen aus, welche alle einen gemein- 
schaftlichen Ursprung haben. 

Schon im Jähre 1830, in der Vorrede zum zweiten Bande meiner 
^Entwicklungen'' habe ich mich in folgender Weise ausgedrflckt. „Van kann 
^das Verhältnifs der Geometrie zur Analysis aus verschiedenen 6esichtspuncten 
^betrachten. Ich möchte mich zu der Ansicht bekennen, dafs die Analysis 
^eine Wissenschaft ist, die, unabhängig von jeder Anwendung, Iselbstständig fOr 
^sich allein dasteht, und dafs die Geometrie, so wie von einer andern Seite 
^die Mechanik, blofs als die bildliche Deutung gewisser Beziehungen aus dem 
^grofsen erhabenen Ganzen erscheint. Wenn wir diese Ansicht tsu Grande 
^egen nnd consequent durchfahren, so erhalt dadurch die Behnndhing der 
„Geometrie einen jöigenthanüichen Cimracter, auf den ich hier noch besonders 
aufmerksam machen zu mOssen glaube.'' Zu dieser Ansieht, £e 4« leitende 
Gedanke aller meiner Arbeiten in dem Gebiete der analytischen Geometrie war, 
bekenne ich mich aneh jetzt noohv und a#ar mf t kbarereim Bewufstsein, als da- 
mals, wo Manches fOx midi noch nnbeslimmte AMchauang war. Und jetzt 
kann icb auch, indem ich mich aorein Beispiel, wie das in dem Yoratehenden 
behandelte, beziehe, klarer und bestimniter mich anssprechen, und also auch 
biffen, voUsttodiger «verstanden m werden. 
- '.\ rBonii^ im März 18i7. ^ 
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18. 

Note sar le theoF^me de PascaL 

(Par Mr. Pliicker, prof. da math. ä runiversitö de Bonn.) 



Uahs la deuxieoie parlie d*un Mömoiro intitulS ^Sur quelques th^oremes de 
la g^ooietrie de position"^ (Journal vol. XXXI p. 213 — 230) M. Cayley s'ex- 
prime ainsi: 

^Sur le Ibeoreme de Pascal. En considSrant six points sur la m^me 
^^conique, et les prenant dans un ordre delermine, pour en former un hexagone, 
^on satt que les cötis opposes se rencontrent dans trois points situes en ligne 
„droite. En prenant les poinis dans un ordre quelconque, on en peut foraier 
^soixante hexagones, a chacune desquelles correspond nne droite; i! s'agit niain- 
^tenant de tronver la relation entre ces droites/' 

„M. Steiuer a prouve dans son ouyrage ^^Systematische Entwicklun- 
^gen etc.'''" que ces soixante droites passent trois a trois par vingt points, et 
^il ajottte que ces vingt points sont situös quatre ä quatre sur quinze droites. 
„La premiere partie de ce theoreme peut ötre demontree assez fadlement, 
„comme nous le verrons: mais pour la seconde partie, je n^ai pas reussi a 
„trouver les combinaisons de quatre points qui doivent dtre situes en ligne droite, 
„et il me parait möme quMl est impossible de les trouver/' 

„Je ne sais pas sll existe une demonstration de la seconde partie du 
„theoreme; je n'ai pu la trouver nulle-part. Au cas que cette partie du theo- 
„reme n'^toit pas correcte, il parait que Ton devra peut-«tre Ini substituer la 
„proposition suivante."^ „Les vingt points d6terminent deux ä deux dix lignes 
„qui passent trois a trois par dix points*" (Note) p. 219. 

„Je vais ajouter quelques reflexions sur la maniere de chercher les 
„relations qui existent entre ces vingt points'' etc. p. 222. 

Je me propose de faire disparaltre de ce qui prec^de tout ce qu'il ren- 
ferme d'incorrect et d'hypothelique. De simples citations suffiront pour par- 
venir a ce but« 

En 1828 M. Steiner proposa dans les Annales de M. Gergotme*') ä 
demontrer le thöoreme snivant: 



*) Thöortees sur VHexagrammumm mysfie^im, proposds i demontrer par M. J. Steiner, 
de Berlin. Gerg. Ann. vol. XVIIL 
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Six points pris arbitrairement sur le perimetre d'une conique qaelconqae, 
sollt les sommets de soixante bexagones inscrits, et les points de contact de 
soixante bexagones circonscrits (CSsmo^ G^netrie de position) lissquels jouissent 
des proprietes suivantes. 

l''. Dans cbacun des bexagones inscrits l"". Dans cbacan des bexagones cir- 
les points de concours des directions conscrits, les droites qui joignentlee 
des cötes opposes appartiennent toos sommets opposes conconrent toujours 
les trois a une möme droite (19) par trois dans un möme point P 
(Pascai), de sorte qu'on obtient ainsi (BrianchonJ, de sorte qn^on obtient 
soixante droites D. ainsi soixante points P. 

2"". Ces soixante droites D conconrent 2^ Ces soixante points P appartiennent, 
trois a trois dans un möme point ;^, de trois ä trois, ä une möme droite d^ de 
Sorte qu'on obtient ainsi vingt points p* sorte qo'on obtient ainsi vingt droites d. 

3^ Ces vingt points p appartiennent, 3^ CesyingtdroitesifcoDcourent,quatre 
quatre a quatre, k une m6me droite d, a qoatre, dans un m^me point m, de 
de Sorte q'on obtient ainsi cinq droites^. sorte qu'on obtirat ainsi cinq points (ä. 

4^ Ces cinq droites conconrent dans un 4^ Ces cinq points eS) appartiennent Anne 
mäme point ü)\ möme droite 9. 

Les numeros 3, et 4 contiennent des propositions fausses. JTai prouve 
dans un Memoire public en 1829 *), quMl faut les remplacer par les tb^o- 
remes suivants: 

3"". Ces vingt points p appartiennent a S"". Ces vingt droites d conconrent dans 

quinze droites S, dont cbacune en ccm- quinze points cS^, par cbaonn desquelles 

tient quatres, de sorte que par cbacun en passent quatre, de sorte que cbä- 

des vingt points p^, passent trois des cune des vingt droites d contient trois 

quinze droites d. des quinze points Gi. 

Mr. Steiner B bien voulu adopter ma rtMaction dn tfaöon^me tfans^n 
ouvrage public plus tard et cit6 par M. Caylejf. 

Dans mön Memoire de 1829 on trouve une analyse complite du tbeo- 
reme de M. Steiner et du mien. Les deux demonstrations analytiques, que 
j'ai donnees du premier de ces deux tböorimes me paraissent remarquables 



^) Ober ein neoes Priacip der Geometrie und de« Gebrawch allgeMeinw Symbole 
und unbestimmter Coefficienten. Journal Vol. 5. p. 268. 
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pouf lew extFöme simpKcite *)• Le second theoreme, 9mte immediale du 
tkdor^/M mSme de Pascal, ii'exige point nne demonstration nouvelle. 

Qünt m Ibeoreme de Pasealt je veudrois bien le regarder par pre- 
femee comme üb cas parUculiw du theoreme fondamental snivant sur les 
courbes da troisMine ordre. 

Traie e« pimeiemre eauriee du tromeme ordre, paseatU par lee 
mSinee huit pointe donnea, vont se couper toutes dans un meme neuviefM 

Si Ton renplace deiix des troiB conrbea par des systemes de trois lignes 
droites, ce theoreme se ehang« imnediatement daiis le suivanl: 

Si Von inscrit ä une courbe dm tromeme ordre un hexagone 
quelconque 19 9466 doni lee cAlee oppoede 19 et 46, 93 et 66 
vont se reneontrer sur la courbe, h meme aura Heu pour les deux cötes 
66 et 61. 

En rempla9ant enfin la demiere courbe du troisieme ordre par le Systeme 
d'une conique et d'une ligne droUe qaelconque, le dernier theoreme se Irans- 
forme sur le champ dans celni de Pascal Je ferai remarquer, en passant, 



*) C'est cette simplicitö inattendue qoi m'a suggörö I'idde de traiter d'une maniere 
analogue et uniforme tous les thöordmes de la göom^trie linöaire de Situation, et j'y ai 
reussi en donnant les mekhodes gönerales pour Iqs demontrer au moyen de symboles, re- 
presentank des expressions linöaires, et des coefficients ind^terminös. (Voyez le X. et XI. vol. 
du present Journal: ,,Analykisch-geometrisdie Aphorismen $. 1 et $.111.") En vertu de 
la nature des theor^mes, on peut möme quelquefois se passer des derniers, ou du moins, 
on n'a pas besoin de les mettre en övidence. C'est le cas du thöoreme en question. 

**) Ce thäoröme, ou plutöt celui qai correspond ä l'intersection de deux xourbes 
d'un ordre quelconque, me parait le theoreme le plus important de la Geometrie des 
co'urbes. Je Tai donne pour la premiere fois en 1827 dans une note de mon ouvrage 
intitule: Analytisch" geometrische Riiwicklunget^ , Tome I. p. 228, et apres je Tai traitä 
avec plus de detail dans Pouvrage ^^Thqorle der algebraischen Curvefi/* qui a paru en 1839. 
II ätoit naturel d'ätendre le theordme en question aux intersections des surfaces; co que 
j'ai fait en 1829 dans un memoire publie dans les Annales de H. Gergonne, pour le cas 
des surfaces du möme ordre. II restait encore ä discuter le cas des surfaces d'un ordre 
difförent. C*est ce qui & et6 fait dans deux memoires, Tun de H. Jacobi et l'autre de 
moi, qui ätoient en mdme tems entre les mains de PEditeur, mais dont Tun ä etä publie 
un peu plutöt que l'autre. (Journal vol. XV. cah. I. 1836.) J'ai appris par le memoire de 
M. Jacobi j que les formules, que j'avois donnees dans le mien, n'etoient exactes que 
pour un seul des deux cas genöraux et coordonnes, et que, pour Tautre cas, il falloit 
souniettre ces formules & une reduction nouvelle. Dans mon dernier ouvrage CSgstem 
der Geometrie des Raumes') qui a paru au commencement d'Aoüt 1846, j'ai repris la 
möme question. M. Cayleg, dans un memoire plus röcent ^Cambridge and Dublin, mo" 
ihematical Jourtud n. Vit ) y revient ägalement. Le livre cite n'iätant pas venu k sa 
connaissance, il n'a pu que citer mon Memoire de 1836, ä l'occasion duquel il reproduit 
Tobservation que je viens de faire. 
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qu'au Uieoreme qae je viens d'enoncer, se rattachent, pour les coarbes da 
troisieme ordre, une foule de constractions, analogues a cellea qui derivent, 
pour les coniques, du thioreme de Pascal. Une courbe du troiaieme degre 
elaut traceO) Ton pourra, par exemple, dans chacun de sea points, constniire 
la tangente. Par une nouvelle particularisation (en fesant par exemple coln- 
cider les pointa 1 et 2, 4 et 5) , Ton obtient enlre autres thöoremes le theo- 
reme suivant: 

St les cötes opposes d'un quadrilatere inscrit ä une courbs du 
troisieme ordre, vont se eouper sur la courbe, le mSme aura lisu pour 
le quadrilatere drconserit, dont les e&Us iouckent Im eourie dans les 
sommets du pretmer quadrilatere. 

Un plus ample detail döpasaeroit le bat de 6e\ie noie. 

Bonn, au mois de Mars 1847. 
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19. 

Die analytische Geometrie der Curven auf den Flachen 
zweiter Ordnung und Classe. 

(Von Herrn Dr. Pliicher, Professor der Mathematik an der Universität zu Bonn.) 



1. Üis ist bekannt, dafs in jedem Puncto einer geradlinigen Fläche 
zweiter Ordnung und Classe (eines einschaligen Hyperboloids und eines hy- 
perbolischen Parabololds) zwei gerade Linien sich schneiden, die ganz auf der 
Fläche liegen und den beiden verschiedenen Erzeugungen der Flache (durch die 
Bewegung einer geraden Linie) angehören. Durch diese beiden Linien von ver- 
schiedener Erzeugung ist der Punct auif lineare Weise bestimmt. Um ferner 
jede dieser beiden Linien in gleicherweise zu bestimmen , wollen wir auf der 
Fläche selbst zwei gerade Linien, die bezflglich der ersten und der zweiten 
Erzeugung angehören: die beiden, in irgend einem Puncto O sich schneiden- 
den Axen OX und OY^ beliebig annehmen. Die Puncto jeder dieser beiden 
Axen bestimmen wir durch ihre Abslande vom Puncto O und nennen diese Ab- 
stände I und 17. Durch jeden bestimmten Werth a, den wir | beilegen, ist ein 
Punct P der Axe OX bestimmt, und durch diesen Punct ist eine einzige Linie 
Pill, die der zweiten Erzeugung angehört, gegeben. Nehmen wir andrer- 
seits für ri einen bestimmten Werth 6 an, so ist dadurch ein Punct Q auf der 
Axe OY und durch diesen Punct eine einzige Linie QM, der ersten Er- 
zeugung, gegeben. Die beiden Linien PM und QM schneiden sich in einem 
einzigen Puncto M, und dieser Punct der FIfiche ist also durch die beiden 

Gleichungen 

S — a, 17 = * 

auf lineare W^e bestimmt. Umgekehrt braucht man, wenn man den 
Punct M als gegeben betrachtet und dann die diesem Puncto entsprechenden 
Werthe von f und 7; bestimmen will, durch denselben blofs die beiden Er- 
zeugenden MP und M.Q zu legen. Dann sind die Segmente, OP und OQ^ 
oder a und b, welche diese Linien auf den beiden Axen OX und OY ab- 
schneiden, die verlangten Werthe. Auch diese Bestimmung ist eine lineare. 

2. Wir nennen f und 17 Coordinaten; es sind veränderliche Gröfsen, 
die far einen gegebenen Punct der Fläche bestimmte Werthe erhalten. Auf 
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ganz gleiche Weise, wie ein Punct in der Ebene XOY durch seine Coor- 
dinalen-Werlhe gegeben ist, ist es bier ein Punct der Fläche. Eine 
Gleichung zwischen ^ und 77 stellt im Allgemeinen eine Curve dar, die einmal 
in der Ebene XOY, dad ander&mal auf der fläche liegt. Alle analytischen 
Entwicklungen, ebene Ckirven betreSted^ kAnaeii wir also mimiltelbar auf Cur- 
ven übertragen, die auf einer geradlinigen Fliehe zweiter Ordnung liegen. 

3. Wenn wir erwägen, dafs die beiden geraden Linien, die durch 
einen gegebenen Punct M. der Fläche gehen, in derjenigen Ebene liegen, 
welche die Flfiche in diesem Funde berührt^ so «rgtebt sich dio Bestimmung 
der Coordinaten dieses Puncts ^ und 17 unmittelbar. Es sind diejenigen Seg<« 
mente, weldie von den beiden Axen OX und OY durch die Berflhmngs^ 
E^ne in dem gegebenen Puncto M abgeschnitten werden. Ans diesem 6e- 
siditspuncte lassen sich auch analytisch, wenn eine geradlinige Fläche zweiter 
Ordnung gegeben ist und auf ihr zwei A^ten beliebig angenommen werden, 
die Coordinaten irgend eines Punctes derselben ohne MOhe bestimmen. 

Es sei 

1. z{ait-\-by^tx-\'d)'\'piXy =^ 0») 

die aflgemeine Gleichung der geradlinigen Flächen zweiter Ordnung in ge- 
wöhnlichen Parallel -Coordinaten. Die Richtung der Axe (jc,y) oder OZ ist. 
Während die beiden andern Axen {x,f^) und (y, a), oder DX und OT, ^nz 
auf der Flädie liegen, durchaus wiHkflrlich angenommen, und in Folge hiervon 
enthalt die vorstehende Gleichung noch Aberzäfalige Constanten. Die Gleichung 

aZ'\-by'\'CX'\-d = 

stellt diejenige Tangential -Ebene der Fläche dar, welche durch die beiden 
zweiten geraden Linien geht, die zugleich auf dieser Fläche und In den beiden 
Coordinaten -Ebenen XOZ und FOZ liegen. 

Wenn wir auf der Fläche irgend einen Punct {x', y, z') annehmen, so 
erhalten wir fQr die Tangential-Ebene in diesem Puncto, nach bekannter Weise, 
sogleich die folgende Gleichung: 



^^ Ich verweise in Beziehung auf diese Gleicbangsform und auf Alles, was an diese 
Form steh anknfipfl, auf mein „System der Geometrie des Raumes, in neuet analytischer 
Behandliingsweise^ iMbcsondere die Theorie der Flächen zweiter Ordnung «nd Clasae 
enthaltend/' 1846 in 4% und namentlich auf $. & : „Siscussion der Gleichungsform 

iu^fivWi 
in der Kwtefathen Coordinaten -Befiltimmung.^ S.^— 135. 
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Ftkr diejenigen beiden Puncte dieser Ebene, welobe auf den beiden 
Axen OX und OY liegen, ergiebt sich biernacb 

o *. ifa^ j dz' 



Umgekehrt ergeben sich, um in gewöhnlicher Weise den Puncl der Fläche durch 
seine neuen Coordinaten § und t] zu bestimmen, folgende Gleichungen: 

Z' ifi, § ^ (4.)^ Z* ^fl 9J ^ fl) 

4. Wir wollen die durch die allgemeine Gleichung ersten Grades zwi- 
schen S und Tj dargestellte Curve eine Curve auf der Fläche von der ersten 
Ordnung nennen und ihre Natur analytisch bestimmen. Diese allgemeine 
Gleichung, fQr welche wir folgende annehmen wollen: 

4, ^i7+ÖHC'= 0, 
l&fst sich, wenn man fflr 17 und ^ ihre oben entwiokellen Werthe in x', y 
und z' setzt und zugleich die Acoente wegiftbt, in folgende umformen: 
Adz(cZ'\'/iy)'\-Bdz(tZ'\-fix)—CicZ'\'fiy){k9-{'/A3p) ws= 0, 
Diese Gleichung stellt, wenn man x, y und z^ wie frflber S und 9j, als 
veränderlich betrachtet, eine Kegelflache zweiter Ordnung dar^ welche die 
gegebene Fläche in derjenigen Curve schneidet, die durch die Gleichung (4.) 
dargestellt wird. Entwickelt man, so ergiebt sich 

5. ( Jrfc-f Bdb — Ccb) z''\'{Ad—Ch)tMzy^ (Bd— Ce)fizx — Cpi^xy = 0, 
und wenn man, in 6emäf)»heit der Gleichung der FIflche, fDr das letzte Glied 

'-Cfi{aZ'\-by'\-cX'\'d)z 
setzt : 

6, ir[{4Jc+örfft-C(c4+/iii)}«-f^rf{Jy-f fior+C}] = 0. 
Hieraus folgt, dafs die Kegdflfiche (5.) 9 deren Mittdpunet auf der FUcAe 
im Anfangspuncte der Coordinaten liegt, die FlAohe in einer ebMen Curve 
schneidet. Diese ebene Curve wird obo unmittdbar durch die Gleiehtng (4.) 
dargestellt DteCuroen auf der Fläche pon der ersten Ordmmg emd dem^ 
nach ebene Curven. Wenn wir also in der letzten Gleicbuig des Factor z 
weglassen (der Tangential*- Ebene im Anfangspuncte entspricht die zweite, hier 
nicht in Betracht kommende Durchscbnitts-Ebene des Kegels und der gegebenen 
Flache) , sa ist die Gleichung 

die Gleichung der Ebene der; dttrcb (40 4argflst«Uten Cprveu.-.^ie Ff^m der 

45» 
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letzten Gleichung fflbrt zu der Bemerkung, dafs diese Ebene die Tangential- 
Ebene im Anfangspuncte in derselben geraden Linie schneidet, welche in die- 
ser Ebene durch die Gleichung (4.) dargestellt wird, wenn man | und i] als 
gewöhnliche Parallel -Coordinalen x und y construirt, so dafs 

Ay+Bx'\'C = 0. 

5. Nimmt man statt der Gleichung (4.) die allgemeine Gleichung zwei- 
ten Grades, so ist die dargestellte Curve auf der Fläche die Durchschnitts- 
Gurve dieser Flache mit einer Kegelfläche ^ter Ordnung, deren Mittelpunct in 
den Anfangspunct der Coordinaten fallt. Die Ordnung dieser Kegelfläche steigt 
bis zur 2iiten, wenn die Curve durch eine Gleichung itten Grades in § und ij' 
dargestellt wird. 

Eine Curve auf der Fläche von der ersten Ordnung hangt nur von zwei 
Constanten ab und wird durch zwei Puncto auf eine einzige Weise bestimmt. 
Von derselben ^Anzahl von Constanten hangt die Gleichung (7.) ab; die be^ 
zflgliche Ebene, welche durch ihr Durchschneiden der gegebenen Fläche die 

fragliche Curve bestimmt, geht (was unmittelbar daraus folgt, dafs ihre Gleichung 

AB 

nur zwei lineare Constanten jj und ^ hat) durch einen von diesen Constanlen 

unabhängigen festen Punct. 

Eine Curve auf der Fläche von der 2ten, und Oberhaupt von der nten Ord- 
nung ist bezflglich durch fflnf und /^ beliebig auf der Fläche angenommene 

Puncto auf lineare Weise bestimmt; durch' eben so viele Puncto ist es auch 
die Kegelfläche 4ter und fiberhaupt 2iiter Ordnung, welche die gegebene Fläche 
in der fraglichen Curve schneidet. 

6. Die vorsiehenden Entwicklungen lassen sich dadarcb noch ver- 
einfachen, dafs man die Axe OZ durch den Hittelpnnct der Fläche legt; daoB 
versohwindra die Constanten b und c, und je nachdem alsdann « einen end- 
lichen Wertb bdiält^ oder ebenfalls verschwindet, ist die Flicba ein Hyper« 
bolold, oder geht in ein Parabolold Aber. Im ersten Falle köanen wir a gleich 
Eins setzen« Dies jgiebt für die Gleichung der Fläche: 

8. z{it^d)'\'^ixy = 0. 

Die Axen OY und OXsind irgend zwei Linien der zwiefachen Erzeugung der 
Fläche; ihr Durchschnitt O ist der Scheitel des in die dritte Axe OZ fallenden 
Durchmessers des Hyperboloids, und ( — d) ist die Länge desselben. Es gehen 
hier diö^Glkfchu^ea <3.) in dto folgenden Aber: .r 
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2,«. S==-<f^±, ^=-J.±, 

indem man sogleich der Kflrze wegen — ^ ^ setst, nnd die Gleichung der Ebene 
der dnrch (4.) dargestellten Curven ist: 

7,a. Cz'\-d(Ay'\-Bx'\-C) = 0. 

Alle durch diese Gleichung , bei willkOrlicher Annahme von A, B, C, darge- 
stellten Ebenen gehen durch den festen Punct 

z = —d, y = 0, o: = 0; 
also durch den zweiten Scheitel S des durch O gehenden Durchinessers 
der Fläche. Durch denselben festen Punct gehen also auch alle, bei belie* 
biger Gonstanten- Annahme, durch die Gleichung (4.) dargestellten Curven. 
Um demnach eine solche Curve zu construiren, welche durch zwei gegebene 
Puncto auf der Fliehe geht, braucht man. blofs eine Ebene durch diese beiden 
Puncto und zugleich durch den festen Punct zu legen: diese Ebene schneidet 
die Flfiche in der zu construirenden Curve. 

7. So wie man zwei beliebige, auf dem Hyperboloid liegende und 
in irgend einem Puncto desselben sich schneidende gerade Linien als Coordi- 
naten-Axen OX und OY annehmen kann und dann der feste Punct sogleich 
sich ergiebt: so läfst sich auch, umgekehrt, dieser letztere von vorneherein 
beliebig annehmen und es lassen sich danach die Coordinaten-Axen bestimmen. 
So gelangen wir zunächst zu folgendem Resultate: 

Alle Sätze über gerade Linien in der Ebene übertragen sich auf 
ebene Curven, die auf einem Hgperbolold liegen und die alle durch einen, 
auf demselben beliebig angenommenen festen Punct gehen. 

Sobald Curven auf der Fläche von der zweiten und von höhern Ord- 
nungen nach der 5ten Nummer geometrisch bestimmt worden sind , lassen sich 
auch auf diese Curven die analogen Beziehungen der durch dieselben Gleichungs- 
formen in der Ebene dargestellten Curven fibertragen. Es bestehen zum Beispiel 
die Sätze von Vascal und Brianchon gleichzeitig; sammt ihrer ganzen Er- 
weiterung. (Vergl. die vorhergehende Abhandlung: „Note sur le theoreme de 
PascaV^ Ich beschränke mich hier auf die Aussage der Sätze selbst. 

Wenn man in und um eine Curoe auf einer Fläche von der zweiten 
Ordnung, auf eben dieser Fläche ein Sechseck beschreibt, dessen Seiten 
ejhene Curven sind, die durch irgend einen festen Punct der Fläche gehen, 
so liegen mmmal Me drei Durchschnittepuncte der drei Paare gegenüber • 
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liegender Seiten des eingeschriebenen Sechsecks mit dem festen Puncte 
in derselben Ebene, und andrerseits schneiden sich diejenigen drei ebenen 
Curven, welche die drei Paare gegenüberliegender WinMpuncU des tfm- 
schriebenen Sechsecks mit dem festen Puncte verbinden^ ausser in diesem 
Puncte, noch in einem zweiten Puncte der Fläche. 

Den ersten der beiden Satze können wir auch hier aus dem allgemei- 
nern Salze Aber Curven auf der Fläche von der dritten Ordnung, die alle in 
demselben neunten Puncte sich schneiden, wenn sie durch acht gegebene 
Puncte gehen, ableiten. So wie in der Ebene, wenn ffinf Puncte eines Kegel- 
schnittes gegeben sind, der Pascahche Satz zur Construction jedes sechsten 
Pnnctes desselben dienen kann, und dieser Satz hiernach sogar auch als De^ 
finitian der Kegelschnitte sich hinstellen ISfst: so können wir auch den ent- 
sprechenden Satz als Definition der Curven auf der Fläche von der zweiten 
Ordnung zu Grunde legen und, statt von der Betrachtungsweise der 5fen 
Nummer auszugehen, hiemach diese Curven construiren. 

8. Wenn die Fläche ein hyperbolisches ParabolcHd ist, Isfst sich die 
allgemeine Gleichung derselben in folgender Weise schreiben: 

9. a?y-f (Jar = 0, 
und man erhält alsdann fOr die Gleichung derjenigen Ebene, in welcher die Curve 
auf der Fläche 

^i7+B| + C = 
liegt, folgende: 

7,Ä. Äy^Bx-\-C =. 0. 

Alle Schnitt-Ebenen also, in welchen Curven auf der Fläche von der 
ersten Ordnung liegen, sind den Durchmessern der Fläche parallel; waä mit der 
6len Nummer fibereinslimmt. 

9. Es ist Oberhaupt klar, dafs alle Resultate, zu denen wir nach den 
vorstehenden Andeutungen gelangen, sobald sie sich nicht auf die Natur der 
Fläche als einer geradlinigen beziehen, fär alle Flächen zweiter Ordnung 
unmittelbar Geltung behalten. Es kommt dies darauf hinaus, die beiden ge- 
raden Linien OX und OF in der Berflhrungs- Ebene der Fläche durch zwei 
imaginäre gerade Linien zu ersetzen ; das heifst, in den Gleichungen (8. und 9.) 
X und y bezüglich mit (^ + ayv'""l) ^^^ (^ — «//— 1) zu vertauschen *). 



*) Durch die Andeutungen des Textes werden analytische Entwicklungen henror- 
gimfan, di^ zu verfolgen uns hier za weit führen wirde. Die Lag« mna» Puncta llfti 
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10. Den einfachsten geometrischen Gesichlspnnct fflr die Entwicklangen 
der frohem Nummern gewinnen wir auf folgende Weise. Wenn wir gerade 
Unien, die in irgend einer gegebenen Ebene liegen^ auf eine gegebene Fläche 
zweiter Ordnung projiciren und hierbei sum Miltelpuncte der Projeetion irgend 
einen festen Punct der Fliehe selbst nehmen: so sind die Projectionen der 
geraden Linien ebene Curven, welche durch den festen Punct geh^a. Neh- 
men wir flberdies fflr die Ebene der geraden Linien die Tangential -Ebene der 
FiAcfae in demjenigen Puncte an, in welchem dieselbe anm aweiten Male von 
dem dardi den festen Punct gehenden Durchmesser geschnitten wird; ferner 
diejenigen beiden geraden Linien, in welchen die Fläche von der BerQhrungs- 
Ebene geschnitten wird, zu Coordinaten-Axen OX und OY: so stellt, was 
unmittelber aas dem Schlnisresaliale der 4ten Nnmmer folgt, dieeelbe Gleichung 

in der Tangential -Ebene XOT eine gerade Linie und aif der Fliehe (es ist 
Ider flberfltlssig in der Beseichming x und y mit S nnd rj au vertanschen) eine 
ebene Carve dar: (mm beiden iet die eine die Pr^ection der andern. Densel*- 
ben Coordinatenwertben entsprechen also zwei Puncto, Ton weldien ewer die 
Projedioft des andern ist. Derselben Gleichling beliebigen Grades awisdien x 
und y entsprechen Cur ven, von denen eine ebenfalls die Projeetion der andern 
ist. Nennen wir die fragliche Art von Projeetion (indem wir die Benennung 
von der Kugel auf beliebige Fliehen zweiter Ordnung (hier zunichst auf das 
einschalige Hyperboloid) übertragen} siereographiache Projeetion, so gelan- 
gen wir zu folgendem Satze: 

Eine beliebige Ctnrve anf einer Fläche leweiter Ordnung ^ und ihre 
stereographische Protection, werden beide durch eine und dieselbe Gleichung 
dargestelU, wenn man diejenigen beiden geraden Linien j in welcher die 
Fläche von der Tangenüal-Ebene, auf welche wir prcfidren, geschnitten 
wird, in beiden FäUen zu Coordinaten^Axen nimmt. 

11. Es seien OX und 0¥ die beiden Coordinaten-Axen in der Tan- 
gential --Ebene XOY (Taf. UL Fig. 1.), to sind 

x = S= OP und y^ti=z OQ 



sich auch durch die Vermittlung imaginärer Coerdinaien^Axen bestimmen. Wir könnten 
uns hierbei der gewöhnlichen Yerwandlungsfonnen bedienen, die den Obergang von einem 
Coordifiatea-SysleBie «u einem andern geben. Durch eiaa Gleichung zwisdien imaginäreQ 
Coordinaten Icann eine reelle Curve dargestellt werden; eine Ellipse zum Beispiel, indem 
man ihre tmagialren Asymptoten au Coorifttalen-Axen ninmit. 
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mnersmis die Coordinaten eines Puncts M auf der Fläche , und anärerseils 
seiner stereographischen Projection N. Wenn der letztgenannte Pnnct N irgend 
eine Curve beschreibt, deren Gleichung 

10. <p(yfX) = 
ist, so stellt nach dem Vorstehenden dieselbe GMehung die stereographische 
Projection dieser Curve auf der Fläche dar, die wir, wenn die FIftche eine 
geradlinige ist, nach der Iten Nummer unmittelbar constmiren können. 

Fflr die projicirende Kegelflfiche, deren Mittelpunct 8 und der Punct 
(2: = — d, y=:0, J7 = 0) ist, erhalten wir unmittelbar nachstehende Gleichung: 

welche sich, wenn man z verschwinden läfst, auf die Gleichung (10.) reducirt 
Denselben Punct M auf der Fläche kann man aber nach der 3ten 
Nummer auch dadurch bestimmen, dafs man durch die gerade Linie PQy in 
derselben Berflhrungs - Ebene JTOF/ eine zweite Berührungs - Ebene P(^ilf an 
die Fläche legt und auf dieser den Berührungspunct nimmt. Wenn der so 
bestimmte Punct M^ wie oben, auf der Fläche eine Curve beschreibt, so um- 
hallt die gerade Linie PQ in der Ebene XOY eine Corvo. Bestimmen wir 

die Linie PQ durch ihre Coordinaten — und — , das heifst durch die mit ent- 

w w 

gegengeselztem Zeichen genommenen reciproken Werthe derjenigen beiden 
Segmente, die von ihr auf den beiden Coordinaten -Axen OX und OY ab- 
geschnitten werden, so dafs also 

1 _ _ * ü — _ * 

w ~ OP' 10 ~ W 

ist, und nehmen wir ferner, wie früher, x, y und z f&r die Coordinaten- 
werthe des entsprechenden Puncts auf der Fläche an, so geben die Gleichun- 
gen (2.) der 6ten Nummer: 

i^ J.21 fi Jü JL^ 

v> dz IT d ' Z 

Die in der Tangential-Ebene von der Linie PQ nmhflUte Curve läfst sich durch 
die Gleichung zwischen — und •^: 



12. v;(«,l) = 



darstellen; durch dieselbe Gleichung also auch die entsprechende Curve auf 
der Fläche. Der Grad der letzten Gleichung bestimmt die Classe der Curve 
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in der Tangential -Ebene: wir kö.nnen sagen, die Curve auf der Fläche «et 
vom eben dieeer Ciasse. Hiemach beifst eine Carve auf der Fläche Ton der 
itten Ordnung und »ilen Classe, wenn ihre Gleichung (10.) in x und y vom 
iiten und ihre Gleichung in — und -^ vom mlen Grade ist. 

Wenn man in die letzte Gleichung fQr — und — ihre Werthe in x, 

y und z setzt, so erhält man zur Bestimmung der Curve auf der Fläche fol- 
gende Gleichung: 

welche eine Kegelfläche darstellt, deren Miltelpunct in den Berührungspunct O 
fällt und deren Ordnung dieselbe ist, wie die Classe der Curve auf der Fläche. 

Wenn eine beliebige algebraische Curve auf der Fläche gegeben ist, 
so bestimmt die Ordnung der stereographisch -projicirenden Kegelfläche (deren 
Mittelpunct jS^ ist) die Ordnung der Curve ; und die Ordnung der durch dieselbe 
gelegten Kegelfläche, deren Mittelpunct der Berahrungspunct O ist, bestimmt 
die Classe der Curve. Die Ordnung einer Curve auf der Fläche ist die Ord- 
nung ihrer stereographischen Projection-; die Classe derselben ist die Classe der 
ebenen Curve, in welcher diejenige Abwicklungsfläche, welche die gegebene 
Fläche in der fraglichen Cnrve berOhrt, die BerOhrungs- Ebene in O, aof 
weldie stereographisch projicirt wird , schneidet. Die Definition von Ordwang 
und Classe der Curven auf der gegebenen Fläche hangt hiemach von der 
Annahme der Coordinaten-Azen OX und 0!F ab; Ordnung und Classe ver- 
tauschen sich gegenseitig, wenn man die Puncto O und j9 mit einander ver- 
tauscht und aDso i9 zum Anfangspuncte der Coordinaten nimmt. 

12. Wenn die Classe der Curve auf der Fläche die erste ist, so 
gehen alle geraden Linien OQ durch denselben Punct in der Ebene XOYp 
und die durch die allgemeine Gleichung (13.) dargestellte Kegelfläche redncirt 
sich alsdann auf eine durch den Anfangspunct ^hende Ebene: auf die Polar- 
Ebene des eben bezeichneten Puncts. Die Curve auf der Fläche ist irgend 
eine ebene Cnrve, die durch den Punct geht. 

Wenn die Kegelfläche (13.) von der zwrifen Ordnung ist, so schneidet 
sie die gegebene Fläche in einer Cnrve zweiter Classe, und die dieser ent- 
sprechende Abwicklnngsfläche schneidet die Tangential-Ebene in dem Puncto 
(Aem Mlttelpuncte jener Kegelfläche (13.)), in einem KegelschniUe. Im Allge- 
meinen ist die Cnrve zweiter Classe auf der Fläche nicht zngleidi auch von 

Grelle*! Joarnal t d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. 46 
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der zweiten Ordnung, sondern im Allgemeinen von der vierten Ordnung. 
Die durch dieselbe gehende projicirende Kegelflache, mit dem Miltelpuncte 
in S^^ ist also im Allgemeinen ebenfalls nicht von der zweiten Ordnung; sie ist 
es nur in dem besondem Falle , wenn die Cnrve auf der Fliehe eine ebene 
Curve ist. Eine solche Cnrve ist also im Allgemeinen gleichzeitig von der 
zweiten Ordnung und von der zweiten Classe; und, umgekehrt, Jede Curce 
zweiter Ordnung und Classe ist eine ebene Curve. 

Die stereographische Projection einer ebenen Curve auf der Fläche ist 
ein erster Kegelschnitt (100* Die dieser Curve entsprechende Abwicklungs- 
fläche ist eine, die gegebene Fläche in der ebenen Curve berflhrende Kegelfläche 
zweiler Ordnung und schneidet die Tangential- Ebene in in einem zwmten 
Kegelschnitte (13.). Nehmen wir hiernach fflr die Gleichung jenes ersten 
Kegelschnitts, statt der (10.), folgende: 

Af-\-Bxy-\'Ca:^-\-Dy^Ex-\'F^ 0, 

so mufs, wenn man y und x besäglich mit (— — ) «nd (-^Y/ vertauscht^ 
auch die resullirende Gleichung (13.), damit sie den zweiten Kegelschnitt dar- 
stelle , vom zweiten Grade in — und — bleiben. Dies erfordert aber, dafs die 

' w U) ' 

Coef&eienten A und C in der vorstehenden Gleichung verschwinden; weshalb 
denn der erste Kegdsohnitt durch folgende Gleichung in Punct-Coordintten: 

14. Bxy+Dy+Ex-\^F c=^ 0, 
und der zweite Kegelschnitt durch folgende Gleichung in Linien -Coordinaten: 

15. Bw^—Dtw — Euw^Fiu = 
dargestellt wird. 

Eine ebene Curve auf der Fläche hangt, wenn diese gegeben ist, nur 
noch von drei Constanten ab: von denselben Constanten, wie diejenige Ebene, 
in welcher sie liegt. Darum hangen ebenfalls auch die Kegelschnitte (14. 
und 15.), durch deren Vermittelung wir ebenfalls die ebene Cnrve bestimmen 
können , nur von drei linearen Constanten ab. AUe durch die Gleichung (14.) 
dargestellten Kegelschnitte haben, was ihre Gleichung unmittelbar zeigt, Asympto- 
ten, die den beiden Coordinaten -Axen parallel sind; sie sind, mit andern 
Worten, ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte. 

Die stereograpUscken Projectionen der ebenen Cnrven auf eine 
gegebene Fläehe zweiter Ordnung sind untereinander ähnliche und dhn^ 
Hch liegende Kegelschnitte, deren Asymptoten dmfenigen beiden geraden 
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Linien parallel sind, in welchen die geg^ene Fläche pon der sie beruh- 
renden BUd^^E^ne geschnitten wird. 

Die Gleichung (15.) wird befriedigt, wenn einerseits w und t und andrer-? 
seits w und u gleichzeitig verschwinden; das beifst: es wird der bezOgliche 
Kegelschnitt von den beiden Coordinaten-Axen OX und OY berührt. Er« 
wfigen wir hier, dafs alle Kegel «weiter Ordnung (die einer gegebenen FUehe 
dieser Ordnung) diese Fliehe in einer ebenen Curve berähren, so erhalten 
wir folgenden Satz: 

Alle einer gegebenen Fläche zweier Ordnung umschriebenen Kegel- 
flächen schneiden irgend eine gegebene feete Tangential- Eibene derselben 
in eolchen Curpen zweiler Ciasee, welche eämmtUck diejenigen beiden 
geraden Linien, in welchen die Fläche ton ihrer Tangential^ Ebene ge^ 
sckmUen wird, berühren. 

13. Wenn die gegebene Flflche nicht durch die Bewegung einer 
geraden Linie beschrieben werden kann, so sind die stereographischen Pro- 
jectionea der auf ihr liegenden ebenen Curven Ähnliche und Ahnlich-* liegende 
Ellipsen) deren Axen den Axen derjenigen Ellipsen, in welchen die Flfiche 
von den der Bild -Ebene parallelen Ebenen geschnitten wird, parallel sind. 
Ein specieller Fall verdient hier eine besondere Aufmerksamkeit: derjenige 
nfimlich, wo einer der beiden Kreispuncfe der Flflche Mittelpunct der Projec- 
tion (Sf) und also der andere derjenige Pnnct O ist, in welchem die Flflche 
von der Bild -Ebene berührt wird. Dann sind alle stereographischen Projec--* 
tionen Kreise, von welchen man sagen kann, dafs sie unendlich viele Asympto- 
ten haben, deren Jedes Paar dunA die Doppel -Gleichung 

y±xy-i = 0, 
die keine bestimmte (imaginflre) Richtung mehr angiebt, dargestellt wird. Fer- 
ner sind alsdann die Durchschnitts -Curven der umschriebenen Kegelflflchen 
mit der Bild -Ebene solche Kegelschnitte, die den Kreispunct zu einem ihrer 
beiden Brennpuncte haben, die, wie bekannt, dadurch bestimmt werden, daß 
in ihnen unendlich viele (imaginflre) Tangenten sich schneiden*). 



*) Ich habe dies zuerst im zweiten Bande meiner ,, Analytisch geometrischen Ent- 
wicklungen" (S. 84) gezeigt üdd dimm die Definition der Breanpnele geknüpft. Dann 
habe idi ferner nachgewiesen; dab -es fluch fflr Curven höherer Ordnung entsprechende 
Punete riebt, and diese Puncto allgemeifrbesHmmt. (,,Dber solche Pmcte, die beiCurran 
einer hohem Ordnung, als der zweiten, den Breimpwcten der Kegelschnitte entsprechen," 
S. Journal, BandX. S.84.) Auch im Ihimne fnden analoge Beziehungen Statt. Bai 
Plidien zweiler Ordnung Tcrlrelen die drei Pocal^Curren (die Fooal*Bllfpse, dioFocal» 

46» 
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Die stereograpUschen Profeetionen aller ebenen Curven auf ehu 
gegebene Fläche zweifer Ordnung sind Kreise, wenn ein Kreispunct dieser 
Fläche zum Prqjections^Mittelpuncte genommen wird. - 

In dem Falle der Kugel ist jeder Punct derselben ein Kreispunct; und 
somit gelangen wir zu demjenigen Satze,* welcher dem Plolomäischen Pro- 
jections- Verfahren zum Grunde liegt, nAmlich: 

Alle einer gegebenen Fläche zweifer Ordnung umschriebene Kegel-- 
flächen werden von der TangentiaU Ebene in einem Kreispuncfe derselben, 
in solchen Curven zwnler Classe geschnitten , deren ein Brennpunct mit 
diesem Kreispuncfe zusammenfällt. 

Auf die Kugel fibergehend, können wir jede beliebige Tangential -Ebene 
zur schneidenden Ebene nehmen. Dann giebt der Satz den von QuelelH zuerst 
mitgetheillen Satz, dafs, wenn man einem Rotationskegel zwei Kugeln einschreibt, 
die gleichzeitig eine gegebene Ebene berfihren, die beiden Berfihrungspuncte 
zugleich die Brennpuncte des durch diese Ebene bestimmten Kegelschnitts sind. 

14. Die allgemeine Gleichung (11.) der profidrenden Kegelfläche 
verwandelt sich in dem Traglichen Falle, dais die Curve auf den Fl&che eine 
^ene Curve ist und durch die Gleichung (14.) dargestellt wird , in. folgende : 

16. Ä.J^+|>.-§-4.£'.-^-j-F=0, 

und die allgemeine Gleichung der durch dieselbe Curve gehende^ Kegelfliche 

(15.) wird 

17. Fxy—Edxz — Ddyz^BS'z'' = 0. 

Um die Ebene, in welcher die Curve auf der Fliehe liegt, zu bestim- 
men, braucht man nur eine dieser beiden Gleichungen mit der Gleichung der 
gegebenen FlAche selbst, nSmlich mit 

8. z(j^'\'ä)-\'tixy =0 
zusammenzustellen. Eliminirt maui demnach xy zwischen den beiden letzten 
der vorstehenden Gleichungen, so ergiebt sich, wenn man den alsdann her- 
vortretenden gemeinschaftlichen Factor z vernachlässigt, und berficksichtigt, dafs 
fid = d ist, folgende Gleichung: 



Hyperbel und die imaginire Focal-Cnnre) das System der beiden reellen und dasSyslen 
der beiden imaginären Brennpuncte der Kegelscbnttte. Ich habe gezeigt („System der 
fieoroetrie des Raumes," S. 333), dafs die unendlich vielen imaginiren Ebenen, welche dprÄ 
eine bdiebige Tangente einer FocaMTunre gehen (so wie zwei imaginftre gerade Linien 
in einem r^len Puncto sich schneiden können, so können sieb auch zwei imagiBire 
Bbeaen in einer geraden Linie schneiden), sftmmtlich Tangential -Ebenen der FlAcbe sind. 
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18. (jP— Brfcr)Ä + i/(Zly+JEar+F) = 
für die xu bestimmende Ebene. Diese Ebene schneidet die Bild -Ebene in 
•der geraden Linie, deren Gleiehung 

19. öy+jEa?+F= isL 
Der Mittelpunct der umschriebenen Kegelfläche, welche die gegebene 
Fliehe in der fraglichen ebenen Curve berflhrt, ist der Pol der Ebene (18.) 
in Besiehung auf die Flfiche (8.). Fflr die Coordinaten dieses Pols, die wir 
durch zwei Accente unterscheiden wollen, ergiebt sich in bekannter Weise: 

Projicirt man den so bestimmten Punct und nennt die Coordinaten seiner Pro- 
jeclion y^ und or", so verhsit sich offenbar 

z"^d:y':x"^Bd:E:D, =_rf:/:ar^ so dafs 

20. y^ = -§- mi a^^ -§ ist. 

15. Es bleibt noch flbrig, die Beziehung der geraden Linie (19.) und 
des Puncts (20.) zu jedem der beiden Kegelschnitte (14, und 15.) nachzuweisen. 
Der erste dieser beiden Kegelschnitte schneidet (was die Form seiner Gleichung 
zeigt) die beiden Coordinaten-Axen OX und OFin denjenigen beiden Puncten, 
durch welche auch die Linie (19.) geht. (Fflr geradlinige FlSchen ergiebt sich 
dies auch aus unmittelbarer Anschauung, indem in diesen beiden Puncten die zu 
projicirende Curve die Bild-Ebene schneidet.) Diese gerade Linie ist demnach 
die gemeinschaftliche Chorde des Systems der beiden durch den Punct gehen- 
den (reellen oder imaginären) geraden Linien, in welchen die FlSche von der 
Bild-Ebene geschnitten wird, und der stereographisch auf diese Ebene projicirten 
Curve (14.). Eine solche Chorde ist, wie bekannt, der Polare des Puncts O, 
in Beziehung auf dieselbe Curve, parallel, liegt aber diesem Puncto doppelt so 
nah; sie kann demnach auch fflr den Fall, dafs die Projectionen Ellipsen sind, 
construirt werden. Wenn insbesondere die Ebene der Curve auf der Flfiche 
in eine Tangential -Ebene dieser letztern, die Curve selbst also in ein System 
von zwei reellen geraden Linien oder in einen Punct (ein System von zwei 
ima^nfiren geraden Linien) flbergeht, so begegnen wir dem Satze, dafs die 
stereographische Projection irgend eines Puncts einer gegebenen Flfiche zweiter 
Ordnung und der Berflhrungspunct in der Bild -Ebene, von der Tangential- 
Ebene in jenem Puncto, und insbesondere von ihrer Durchschnitts -Linie mit 
der Bild -Ebene, gleich weit abstehen. Wenn die stereographischen Projectionen 
Kreise sind, so ergeben sich mancherlei particnlfire Beziehungen. 
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Die directe Discnssion der Gleichung (15.) lehrt, dafs dieselbe gerade 
liinie (19.) diejenigen beiden Pnncte verbindet, in welchen der bezAgiiche 
Kegelschnitt die beiden Coordinaten-Axen berObrt. Diese, immer reelle ge- 
rade Linie, in welcher die Bild -Ebene von der Ebene der Curve, anf der 
Fliehe geschnitten wird, ist die Polare des Puncts O in Bexiehung auf den 
fraglichen Kegelschnitt (15.)- Sie ist insbesondere die zum Brennpuncte O 
gehörige Direclrix dieses Kegelschnitts, wenn die Flfiche Ton der Bild i» Ebene 
in einem Kreispuncte berührt wird, oder insbesondere eine Kugel ist. 

16. Die Coordinaten des Mittelpuncts des stereographisch -projicirten 
Kegelschnitts (14.) sind 

E , D 

y = — -g. und jr = — y. 

Aus der Übereinstimmung dieser Werthe mit den Coordinaten -Werthen (20.) 
folgt, dafs dieser Mitlelpunct die Projection des Mittelpuncts derjenigen Kegel- 
flfiche ist, welche die gegebene Fläche zweiler Ordnung in der ihr aufge- 
schriebenen Curve berflhrt. Wenn ich nicht irre, hat Herr ChasUs diesen 
Satz bereits in Liouviile's Journal gegeben. 

Die Coordinaten des Mittelpuncts der durch die Gleichung (15.) in 
Linien -Coordinaten dargestellten Curve zweiter Classe sind, wie bekannt, 

, E , D . E D 

y=—i'ß^ ^ = — i-^; wnd yr= — -g., a?=— ^, 

sind die Coordinaten -Werthe desjenigen Puncts, in welchem die beiden, den 
beiden Coordinaten-Axen parallelen Tangenten des fraglichen Kegelschnitts (15.) 
sich schneiden. Dieser Durchschnittspunct ffillt also mit dem Mittelpuncte der 
Curve (14.) und mit der Projection des Mittelpuncts der umschriebenen Kegel- 
flache zusammen. Wenn die Bild -Ebene die gegebene Flfiche in einem Kreis- 
puncte berflhrt, oder wenn letztere insbesondere eine Kugel ist, so ist der 
fragliche Punct der zweite Brennpunct des Kegelschnitts (15.). 

17. Wenn man die zuletzt gewonnenen Resultate zusammenfafst , so 
ergiebt sich nachstehender Satz: 

Wenn man auf einer gegebenen Fläche zw^er Ordnung ebene Cur^ 
ven und um dieselben die entsprechenden Kegelflächen beschreibt und dann 
femer eine beliebige Tangential^ Ebene als Bild ^ Ebene der stereogra- 
phischen Projection nimmt: so schneiden die Ebenen der aufgeschriebenen 
Curven diese Bild -Ebene in geraden Linien, welche einersdts die ge* 
meinschaflliehen Chorden des Systems der beiden (reellen oder imaginären) 
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Durchaeknitts^ Linien der Fldche mit der Bild -^ Ebene und der stereo^ 
yrofikiseh^prcficirten Cwrven, andrers^s die Polaren dee Berükrunga-- 
jmncte in der Bild --Ebene in Beziehung auf die Durchschnitte -- Cur ven 
dieeer Ebene mit den umeckriebenen Keyelfläcken sind. Es sind ferner die 
PrigecHonen der MiUelpuncte der umschriebenen Kegelfldchen einerseits 
auch die Mittelpunete der etereogfraphisch^proficirten Curven, und andrer-- 
smfs digenigen Punefe, in welchen zwei Tangenten der Durchschnitte'^ 
Curven, welche den durch den Berührungspunct in der Bild^-Mbene 
gehenden Tangenten parallel sind, eich echneiden. 

Wenn die etereographischen Prqfectionen insbesondere Kreise sind, 
so sind die MiUe^ncte dieser Kreise zugleich auch die zweiten Brenn- 
puncte derfen^en Kegelschnitte, in welchen £e Bild -»Ebene von den ent^ 
sprechenden umschriebenen Kegel/lachen geschnitten wird, und sie lassen 
sich, wie im aUgemmnen Fatle, als die Prqfectionen der Mittelpuncfe dieser 
Kegelflächen conetruireti. Im derselben Voraussetzung schneiden die Ebe» 
nen der aufgeschriebenen Curven die Bild-Ebene tu geraden Linien, welche 
euurseite die gemeinschafllichen Chorden des Berührungspuncts tu der 
Bild-Ebene und der Prqfections-Kreise, andrerseits die Directricen der 
fraglichen Durchschnitts -Curven sind, welche dem in diesen Berührungs- 
punct fallenden Brennpuncte zugehören. 

Hier ist nicht der Ort, den Gegenstand weiter zu verfolgen*). 



*) Nur eine einzelne Andeulunff ßge ich in dieser Note noch hinzu. 
Je zwei Flächen zweiter Ordnung, die in einer ebenen Cnrve sich schneiden, 
schneiden sich aurserdem noch in einer zweiten ebenen Curve. Es ist dieses der Fall 
der beiden Kegelflachen (16. und 17.). Die zweiten ebenen Durchschnilts- Curven jeder 
dieser beiden Segelflächen und der gegebenen Fläche zweiter Ordnung reduciren sich 
auf zwei Paare (reeller oder imaginärer) gerader Linien , die in denjenigen beiden 
parallelen Ebenen liegen, welche die Fläche in den beiden Punctea und S berühren. 
Wenn endlich drei Flächen zweiter Ordnung in derselben ebenen Curve sich schneiden, 
so gehen diejenigen drei Ebenen, welche die übrigen ebenen Durchschnitts -Curven je 
zweier der drei Flächen enthalten, durch dieselbe gerade Linie, oder sind insbesondere 
parallel. Die Durchschnitts «Curve der beiden Kegelflächen li^ also in einer Ebene, die 
den TangentiaUEbenen in und S parallel ist. Um diese Ebene analytisch zu bestim- 
men, wollen wir die Gleichungen der beiden Kegelfläohen folgeadergestalt schreiben: 

16. Ärf*jr/+iörf:r(2+rf)+JBrfjr(«+rf)+i^(«+rf)* = 0, 

17. Fxy —DSyz —Edxz +jBa*z» =0, 

und dann, nachdem wir die erste mit F, die zweite mit Bd^ multiplicirt haben, von ein- 
ander abziehen. Der resultirenden Gleidiung lälbt sich alsdann folgende Form geben: 

\(F—ßd8)z + ä{Dy+Bx+F)\ \F+Bd8)z+Fd] = 0, 
und sie läfst sich in die folgenden beiden Gleichungen auflösen: 

18. {F—Bd8)z+d(Dy+Bxj'F)^J) und (F+ÄrfJ)a+Frf = 0. 
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18. Die einfache lineare Coordinalen-Beslimmang, die ich in den ersten 
Nommem der gegenwärtigen Abhandlung gegeben habe, begründet eine analy- 
tische Geometrie für geometrische Örter, die, statt in einer Ebene zu liegen, 
einer geradlinigen FlAche zweiter Ordnung aufgeschrieben sind. Eine Menge 
von analytisch geometrischen Fragen treten uns hier von s^st entgegen; ich 
bin aber in keine derselben eingegangen. Andrerseits entsprechen Jedem neuen 
Coordinaten- Systeme neue Übertragungs-Principien. Denn diese sind in der 
allgemeinsten Begriffs - Bestimmung nichts anderes, als unmittelbare gegen-- 
seilige Bestimmung der geometrischen Deutungen einer und derselben mm- 
Igtischen Entwicklung in verschiedenen Coordinaten^ Bestimmungen. Im 
vorliegenden Falle sind wir unerwartet und ungesucht zu der aUgemeinsten 
Auffassung der stereographischen Projection und dabei zu miigen neuen Re-^ 
sultaten gelangt, welche auch für nicht geradlinige Fliehen ihre volle Creltung 
behalten. Ich schliefse bei dieser Gelegenheit mit einer allgemeinen Bemerkung, 
fflr welche sich Beispiele in dem Vorstehenden finden und die wir gelegentlich 
weiter durch Beispiele unterstfitzen werden: dafs nemlich, wenn man von der 
Betrachtung der geradlinigen Flfichen zweiter Ordnung ausgeht, manche Sfttze 
sich unmittelbar ergeben, die versteckt bleiben, wenn man zunfichat nur EUipsoI- 
den als ReprAsentanten der FlAchen dieser Ordnung vor Augen hat. 

Bonn, im März 1847. 

Diese beiden Gleichungen stellen die Ebenen der Durchschnitts-Curven der beiden Kegel- 
flachen (16. und 17.) dar; die durch die zweite Gleichung dargestellte Ebene ist der Bild- 
Ebene parallel und giebt für ihren Absland von dieser: 



z \d^ F /' 



Jede solche, der Bild-Ebene parallele Ebene schneidet die gegebene Fliehe zweiter Ord- 
nung und die beiden Kegelflächen (16. und 17.) in ähnlichen und ihnlieh liegenden Kegd- 
schnitten , und wenn insbesondere die beiden Puncto und S diametral ffegeufiberliegende 
Kreispuncte der g^egebenen Fläche sind, in Kreisen. Ea ist hieraus er8i<£tlich, dafs, wenn 
man jede ebene Cunre auf dieser FUche durch eine zweier solcher Kegelflidien, deren 
Mittelpuncte die beiden Scheitel und S desselben Durchmessers sind", anf die andere 
derselben projicirt, alle Projectionen unter sich und mit den stereographisdien Projectio- 
nen der aufgeschriebenen Curven ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte sind. Wenn 
die neuen Projectionen in einer und derselben Ebene liegen sollen, so mub derWerlhdes 

Quotienten -rr unverändert bleiben und also, nach der 14ten Nummer, auch z" densel- 
ben Werlh behalten. Die aufgeschriebenen Curven sind alsdann diejenijg^en, in welchen 
die gegebene Fläche von solchen umschriebenen Kegelflächen beriUirt wird, deren MiUel- 
puncle sämmllich in einer der Bild-Ebene parallelen Ebene liesen. Die Ebenen der auf- 
geschriebenen Curven gehen also sämmllich durch einen und denselben Punct des durch 
O und S gehenden Durchmessers der Fläche. 
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20. 

über eioe neue mechanische Erzeugung derFi&eheiB 
zweiter Ordnung und Classe^ 

(Von deiifi Herrn Professor Dr. Pliiekcr zu Borin;) 



1. IM eben die bekannte üfofftf «sehe £r£eugung eines einschäligen Hy-* 
perboloids durch die Bewegung «ner geraden Linie, die in aUen üiren Lagen drei 
gegebene gerade Linien schneidet, habe ich in meinem Systeme der Geometrie 
des Raums folgende xweite, gleich einfache Erzeugung der Fläche gestellt*).. 

W^nn in einer Ebene zwei gerade Linien und ein Punet, dmrcA 
weichen nach ailen BieAtungen gerade lAnien gehen^ yi^eben eind, eo 
können die beiden gegebenen geraden Linien in irgend eine andere ge^^ 
geneeitige Lage gebracht werden, ohne dafe auf ihnen die Punete, in wel^ 
cheß sie von den übrigen geraden Linien geechnitten werden^ eine andere 
Lage annähmin: aledann verwandelt eich, wenn die beiden gegebenen 
geraden Linien nicht mehr in dereeiben Ebene liegen, diese Ebene im AU^ 
gemeinen in ein einschaÜges HgperboUad, undjefne beiden geraden Linien 
gehören der einen, die übrigen der andern Erzeugung dieser Fläche an. .. 

Die Erzeugung der Flfidie Iflfst sich auch leicht auf mechanisohem Wege 
zur Anschanrang bringen. Man nehme zu diesem Ende zwei dOniie Stflbe AZ 
und AZt (Taf. IIL Fig. 2.^):^ befestigel in möglichst vielen beliebigen Ponc-> 
ten L, M, N, 0, P, Q, .. des ersten Stabes die F«den LL', MM', NN'., 
Off, PP'i QQj ./und fahre dieselben durch Durchbohrungen des zweiten 
Stabes, welche in den PiincteniVf'^ iV', &, P', (y,.. so angebracht sind, dafs 
alle FAden, wenn sie durch Gewichte gespannt werden, in demselben Puncte £t 
sich schneiden. Ändert man. alsdann die Lage des zweiten Stabes gegen den 
ersten durch bdiebige Verschiebung und Drehung desselben im Räume, so 
bilden die Fiden, nach der Lagen -Änderung, im Allgemeinen ein einschaliges 
HypeAolold. Die beiden Stäbe vertreten zwei Linien von der einen Erzeu* 



*i Yergl. den 5ten Paragraphen der Discussion der Flädien zweiter Ordnung und 
Classe. Discussion der Gleichungsform 
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gang, die Fäden die Linien von der andern, und jede gerade Linie, welche 
drei FAden schneidet, schneidet alle, und ist eine neue Linie von der ersten 
Erzeugung. Jeder neuen Lagen -Änderung entspricht ein neues Hyperboloid; 
weldies auch in ein Parabolold flbergehen kann. Bleiben die beiden Slfibe 
(Fig. 2. und 3.) nach dw Lagen^Ändening in derselben Ebene, so umhflUen 
die Fäden im Allgemeinen einen Kegelschnitt, der überdies von den beiden 
Stäben berfihrt wird. Man kann auch umgekehrt, von einem gegebenen Hy- 
perboloide ausgehend, irgend zwei Linien von der einen Erzeugung fär die 
beiden Stäbe^ und die Linien von der andern Erzeugung fOr die Fäden neh- 
men. Durch eontinuirliche Bewegung des einen Stabes gegen doi andern 
gestaltet sich das gegebene Hyperboloid continnirlich in andere Hyperboloide 
um, die zuletzt, wenn die beiden Stibe in dieselbe Ebene gdanigen^ in einen 
Kegelschnitt flbergehen und die, wenn inabesondere zwei sidi entsprechende 
Puncto N und iV' der beiden Stäbe in einen Pnnct zusanunenfirilen, in daa 
System dieaea und eines zweiten Ponetea i2 ausarten. 

2. Das in dem Vorstehenden betrachtete einsehaUge Hyperboloid stellt 
sich als Fläche zweiter CUum dar und kann daher auch in einen Kegeln 
schnitt und in ein System von zwm Puncten ausarten. Die besprochene 
Erzeugung ist aber nicht mehr auf Kegeliiehen anwendbar. Neben dieser 
Erzeugung mufs das Princip der Reoiprocität eine zweite liefern, bd welcA« 
das einschalige Hyperboloid als Fläche zweiter Ordnung sich darstellt, und kann 
daher auch in dne Ksgdfiäche nnd ein System von zw^ jEftmen ausarten. 
Diese zweite Erzeugung verliert ihre Anwendbarkeit bd Kegelsehnitten« Wäb* 
rend die geraden Linien, welche das Hyperboloid bildra,. in dem Yorstebenden 
durch zwei Puncto, die sie verbinden, best&nmt werden, rteUen sie sieh in 
dem Nachstehenden als die Durchschnitts -«Lini» zweier Ebenen dar: 

fFaftii mon gerade lAnim A und A* gegiiem smd, wdeke durdk , 
rinen geg^enmi Pumct C g^en^ so Imusn skh dwrek diess beiden j^r^^ 
den Linien unendUeh niele Systeme zweier Ehmun legen, deren Durek^ 
sehniltS'^ Linie F in eine dm^ den Punet C gehende gegeiem Ebene B 
fdUt, und mach selbst durch C gehi. Bringt mmn die beiden Linien A 
und A in irgend mne andere gegenseitige Lage, während die durch jede 
derselben gehenden und mit ihr als fest verbunden betrachteten Ebeneti 
^h gleichzeHig mit fortbewegen, so verwandelt sich der geometrische Ort 
fär die Linie F, der ursprünglich die Ebene B war, in eine geradlinige 
Fläche von der zweiten Ordnung. Während die Linie F in ihren ver^ 
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sehiedenen Lagen der einen Erzeugung angehört, gehören die Linien A 
und A'f in ihrer neuen Lage, der andern Erzeugung an. 

3. Die MongeBche Erzeugung der Flfiche verdoppelt sich nicht durch 
das Princip der ReciprocitSt. Dieses Princip fahrt nur auf die ursprüngliche ' 
Constructfon wieder surflck; denn es ist in geometrischer Beziehung offenbar 
gleichbedeutend, eine gerade Linie den Bedingungen zu unterwerfen, dafs sie 
einmal jede von drei gegebenen geraden Linien schneidet, das anderemal mit 
jeder von drei gegebenen geraden Linien in derselben Ebene liegt. Indem 
wir hiernach das nach Monge erzeugte einschalige Hyperboloid in gleicher 
Art als Fliehe zweiter Ordnmmg und Fläche zweiter Classe betrachte mQs- 
sen, erkennen wir von vomherrai als nothwendige Folge, dab die fragliche 
Erzeugung sich weder anf Kegelfl&chen, noch anf Kegelschnitte fibertragen 
lassen Icönne. 



47» 
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21. 

^ Bemerkung zu der Abhandlung: ^^Die analytische 
Geometrie der Curven auf den Flachen zweiter 

Ordnung.^^ 

(Von dem Herrn Prof. Dr. PUicher zu Bonn.} 



1. JLn dem vorhergehenden kurzen Aufsätze Aber eine neue Erzen* 
gung der geradUnigen FlAchen zwdter ,,Ordnung und Classe'* habe ich her»- 
vorgehoben, wie eine Ebene, die man sich aus geraden Linien bestehend vor- 
stellt, in ein einschaliges Hyperboloid sich umgestalten, so wie umgekehrt, 
ein gegebenes Hyperboloid in eine Ebene sich ausbreiten lasse. Man kann 
dabei eine gerade Linie jeder der beiden Erzeugungen des Hyperboloids als 
fest betrachten, und wenn man dieselben zu Coordinaten-Axen nimmt, alle 
analytischen Entwicklungen der in der Überschrift angefflhrten Abhandlung tiit- 
mttelbar von den Flächen zweiter Ordnung und Classe auf Curven der- 
selben Ordnung und Classe übertragen. Es lassen sich also auch die Be- 
ziehungen der stereographischen Projection ton dem Räume auf die Ebene 
übertragen. Bei diesen Übertragungen treten uns Fragen entgegen, deren Er- 
örtenuig in mehrseitiger Beziehung ein besonderes Interesse darzubieten scheinL 

2. Es seien (Taf. IIL Fig. 4.) OX und O'X' zwei Linien der einen 
und OY und PP' zwei Linien der zweiten Erzeugung eines gegebenen ein- 
schaligen Hyperboloids. Diese vier Linien bilden ein dieser Fläche aufge- 
schriebenes Viereck. Man kann alsdann, indem man die beiden Linien OX 
und OY, und auf der erstem auch P, B, S, . . als fest betrachtet, die Linie 
O^X', auf welcher die Puncto P'^ R\ S' unverrflckt bleiben, beliebig um den 
auf OY liegenden Punct 0' so lange sich drehen lassen, bis sie mit OX in 
eine und dieselbe Ebene rOckt. Indem wir alsdann die Puncto P', R', S', . . 
in ihren neuen Lagen durch p, r, s, . . bezeichnen, sind die Linien PP\ 
RB', SS', .., welche frfiher das Hyperboloid bildeten, in den neuen Lagen 
Pp, Br, Ss, . . mit den beiden Linien OX und OF in dieselbe Ebene ge-. 
rückt, in welcher sie einen Kegelschnitt umhällen, der auch von den beiden 
eben genannten Linien berührt wird. Der geometrische Ort für diejenigen 
geraden Linien, welche früher die Flüche bildeten, ist nun die Ebene des 
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umhüllten Kegelschnitts, oder Vielmehr derjenige Theil dieser Ebene, welcher 
aufserhalb des Kegelschnitts liegt Man kann hierbei, um der Anschaunn^ 
zu Hfllfe 2u kommen, ein einschaiiges Hyperboloid nach der Richtung der 
iroaginAren Axe so zusammengedrückt sich vorstellen, dafs es in den Haupt- 
schnitt füllt;' wo dann die Curve in demselben von allen Erzeugenden des frfl- 
hem Hyperboloids berührt wird. 

3. In No« 1. der in der Oberschrift genannten Abhandlung haben wir 
die beiden geraden Linien OX und OF zu Coordinalen->-Axen genommen und 
durch die auf denselben angenommenen Segmente 

i = OP und V = OQ 
die Lage eines Puncts. auf der Flüche in linearer Weise bestimmt. Es schnei- 
den sich . nemlich die beiden durch die Puncto P und Q gehenden zweiten 
Erzeugenden PM und QM in dem zu bestimmenden Pnncte M. Nach der 
Umgestaltimg der Flüche sind die beiden Axen OXund OY zwei Tangenten des 
umhüllten Kegelschnitts. Auf diesen beiden Tangenten bestimmen die Werthe 
der beiden Coordinaten § und 17 zwei Puncto P und Q, durch welche sich 
noch zwei Tangenten an den umhüllten Kegelschnitt, der an die Stelle der. 
gegebenen Flüche getreten ist, legen lassen. Durch den Durchschnitt dieser 
beiden letzten Tangenten ist der Punct M, wie früher, avf linear0 Wehe 
bestimmt. 

Wir wollen in dem allgemeinen Falle einer gegebenen Flüche, welche 
wir in der frühern Abhandlung discuUrten, § und 17 die stereogrem^ischen 
Coordinaten des Puncts 3t nennen und auch diese Benennung von dem Räume 
auf die Ebene flbertragen.. 

4. Wenn andrerseits der Pünct M gegeben ist, so bleibt die Be^ 
Stimmung seiner stereographifchen Coordinaten, die, wenn er einem einscha- 
ligen Hyperboloide angehört, linear ist, nicht miehr linear, nachdem die Flüche 
sich in eine Gurve oder, in anderer Beziehung, in eine Ebene umgestaltiet hat. 
Um nemlich die Coordinaten des gegebenen Puncts M zu conslruiren, lege 
man von demselben ans zwei Tangenten MP' und MQ' an die Curve. Diese 
Tangenten schneiden die beiden Coordinaten -Axen nicht blofli in' den beiden 
Puncten P und Q^ sondern adfserdem auch noch in den beiden Pnnclen P^ 
und Q'. Es lüfet sich demnach der Punct ilf in gleicher Weise sowohl durch 
die Segmente OP und OQ, die wir | und rj nannten, als auch durch die 
Segmente OP' und OQ', die wir |' und t]' nennen wollen, bestimmen. So 
wie S und 17, so sind also auch S' und V stereographische Coordinaten des 
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gegebenen Puncts M. Diese zwiefache Coordinaten- Bestimmung ist dadurch 
bedingt, däfs swar der doppelten Erzeugung der Fläche auch eine doppelte 
Umhüllung der Curve durch eine sich bewegende gerade Linie entspricht (die 
umhflllende gerade Linie kann sich nemlich nach zwiefacher Riditnng drehen): 
dab sich aber nun nicht mehr von vornherein unterscheiden Ififst, welcher der 
beiden Umhüllungen eine gegebene Tangente der umhüllten Curve angehftrt. 
Eine andere Bestimmung der stereographischen Coordinatenwerthe eines Puncts 
bestand nach No. 3. der dtirten Abhandlung darin , dab wir in diesem Puncte 
die Tangential -Ebene construirten, welche alsdann von den beiden Coordina- 
ten-Axen OX und OY die Segmente S und rj abschnitt. Die Tangential- 
Ebene aller Puncte der zu einer Ebene abgeplatteten Flüche fallen mit dieser 
Ebene zusammen ^ und folglich müssen die Ausdrücke für S und t] unter un-* 
bestimmter Form sich darstellen und ihre wahren Werthe zwiefiach sein*). 

Man erhält also durch Yermittelung zweier Coordinaten-Axen und eines 
gegebenen, diesdben berührenden Kegelschnitts, em neues CoordttuUemjfstem, 
von solcher Besckafpenhekt^ dafs in demselben die Bestimmung eines Pun^ 
durch seine Coordmuten linear^ umgekehrt tAer, die Bestimmung der Coor^ 
dineien einee gegebenen Puncts vom zweiten Grade ist. 

5. Da ein gegebener Punct M, welcher früher der Fläche angehörte^ 
nun sowohl S und tj, als auch S' und tj' zu slereographischen Coordinaten hat, 
so entsprechen jetzt diesem Puncte audi zwei Puncto R und Bf, die auf ge- 
wöhnliche Wdse durch die Parallel -^Coordinatenwerthe 

xt:sii, ytszf] und a? = |', y = V 
bestimmt sind, als stereographische Prqfectionen , indem audi die Bedeotung 
dieses Worts von dem Räume auf die Ebene Übertragen wird. 

Der JUittelpunet der stereogrmphischen Profeetion ist in den frühem 
Betrachtangen der zweite Scheitel desjenigen Darehmeaserft des gegebeuM 
Hyperboloids, dessen erster Scheitel in den Durchschnitt der beiden Coordi«- 
naten-Axen IfeUt, oder, wenn wir ihn andytiseh hestimmen, derjenige Punet 
der Fläche, dessen stereographische Coordinalen unendlich gfoia aiid. Dieae 
Mwiefeche Auffassungsweise zeigte dafii, wenn das^HyperboItid durch einen 
ffegelsduutt erielzt wird^ der Projeotions--]iittelpinct der zweite Endpunct iSf 
des Durchmessers OS\ oder, was hiermit übereinstimmt, der Durohschittqpunct 

*) Es ist dies gaaz Dem analog, wie man zwei Tangeatea in einem Doppelpuncte 
erhält, nachdem die im Allgemeinen lineare Tangenten- Bestimmung ihren Dienst Ter- 
sagt hat 
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derjenigen beiden Tangenten des gegebenen Kegelsdinitts ist, die den beiden 
Coordinaten-Axen paraHel sind. 

Bewiesen ist also durdi Übertragung der Constmctionen im Ranme auf 
GonstrActionen in der Ebene, dafs der gegebene Punct M und seine beiden 
stereograpbischen Projectionen R und R', nebst dem Projections-^Mittelpunct^, 
alte vier auf derselben geraden lAme liegen. 

6. Eine Gleichung zwischen den beiden stereographischen Coordina- 
ten f und ^^ nemlich 

stellt eine Curve dar, deren Puncte sich in bekannter Weise unmittelbar con- 
struiren lassen, wenn man etwa fOr | Werthe beliebig annimmt, die entspre- 
chenden Werthe von 17 berechnet, und dann die zu diesen Coordinatenwerthen 
gehörenden Puncte bestimmt. 

Neben diese erste Curve stellt sich eine zweite, deren Gleichung ganz 
dieselbe ist, nemlich 

*(y>^) = 0; 

nur dafs f und t] als gewöhnliche Parallel -Coordinaten construirt und dem- 
nach durch X und y ersetzt werden. Diese zweite Curve nennen wir, der 
Conseqüenz gemfifs, die stereograplAeche Prqfeetion der ersten. 

Wir haben endlich noch eine dritte Curve früher betrachtet, nemlich 
diejenige, in welcher die dem gegebenen Hyperboloide in der ersten Curve 
umschriebene Abwickelungsfläche die Coordinaten - Ebene schneidet. Diese 
Curve wurde in Linien-* Coordinaten, indem wir die Segmente OP und OQ 

durch (— y) ^^ (~^) ^^^^^^^^^^^ nemlich duroh die Gleidmng 

" *(-^.-f)=« 

dargestellt. Die dritte Curve hat Mer, wo an die ^leüe des Hyperboloids ein 
Kegelschnitt getreten ist, nnverflndert ihre Beziehung zar stereographischen 
Projection der ersten Ourre behaKen. 

7. Es ist nach den Anschauungs- Arten in No. 2. klar, dafs ebene 
Cnrven auf dem gegebenen einschaligen Hyperboloid, nadidem sich dasselbe 
in einen Kegelschnitt umgestaltet hat, Curven entsprechen, die diesen Kegel- 
schnitt zweimal, in reellen oder in imaginären Punctea, berflbren und von 
der zwdten Ordnung geblieben sind. Der vorletzte Satz von No. 10. der in 
der Überschrift citirten Abhandlung geht hier al39 in den folgenden Ober: . 
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Die Btereographuchen Profectibnen aller KegelschnilU ^ welche den 
gegebenen Kegelschnitt zweimal berühren, sind solche,, deren Asymptoten 
den beiden gegebenen Tangenten parallel sind, und arte§^, insbesondere 
wenn die erstgenannten Kegelschnitte durch den Mittelpunct der Projee^ 
tion gehen, in gerade Linien aus. 

Ich habe die vorslehenden geometrischen BesiehuQgen nur vorlfiafig 
aus der Oberlraguog geometrischer Anschauungen vom Räume auf die Ebene 
abgeleitet, um fflr die folgenden analytischen Entwicklungen, die durch die 
Einmischung fremder Factoren verwickelter werden, als es auf den ersten 
Blick scheinen mOchte, Anhaltspuncte zu gewinnen, und um sich orientiren 
und die Rechnungen controliren zu können. Durch dieße analytischen Ent- 
wicklungen wird die fragliche Übertragung 9 die vielleicht noch nicht ■ ganz ge- 
rechtferigt scheinen möchte, ihre BegrOndung finden. 

8.. Wir wollen die gegebene, die beiden Coordinaten-Axen OF und 
OX berährende Curve zweiter Classe durch folgende Gleichung in Linien -Coor- 
dinaten darstellen: 

1. Aw^'\^2Buw'\-2DtW'\2Etu = 0, 
indem wir diejenigen beiden Segmente, welche eine beliebige Tangente der 
gegebenen Curve von den Coordinaten-Axen OY und OX abschneide^ durch 

(——^ und (— y) bezeichnen*). Dieselbe Cwve wird alsdana, wenn man 

dieselben Axen beibehält, durch nachstehende Gleichung in gewöhnlichen Paral-^ 
lel-Coordinalen dargestellt: 
2. D''y^'\-2(AE—BD)xy'\'B'x^ — 2DEy—2BEa^^E^-^0**). 
Es seien demnach tj und f die stereographischen CkM>rdinaten irgend 
eines gegebenen Puncts (y, x). Diesen Punct können wir dann als den 
Durchschnitt derjenigen beiden Tangenten construiren, welche von den beiden 
Axen OY und OX die beiden Segmente tj und. S abaohaeiden. Dieselben 
beiden Tangenten sehneiden die beiden Axen zum zweiten Male; wir nennen 
die entsprechenden Segmente rj' und §\ Dana sind^. nach, dem Vorstehenden^ 
7/ und ^ ebenfalls stereographische Coordinaten desselben Puncts. 

*) Eine Curve zweiter Classe ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabd, die auch durch 
ein System von zwei PuncteH vertreten werden kann, während eine Curve zweiter Ord- 
nung ebenfaHs eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, die in ein System von zwei ^e- 
radcn linien ausarten kann. 

**) Vergl. ,,AnaIytiadi- geometrische Entwicklungen; Bd. IL S. 120/' Eine allge- 
meinere Auffassung des Gegenstandes, zunächst für drei Dimensionen, findet man in meinem 
„System der Geometrie des Raumes." ^ . i 
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Die Gleichungen der beiden fraglichen, in dem gegebenen Poncle sieb 
schneidenden Tangenten sind hiernach die folgenden: 

3. -^ + 4 = 1 und 4 + 4^ = 1, 

und fär den Durchschnitt derselben findet sich 

\__i^ i 1^ 

A. ^ = ^f-^ «nd y=-f_^. 

Um diese Coordinatenwerthe zu entwickeln, gehen wir zu der Gleichung (1.) 
zurück und erhalten aus derselben, indem wir nach einander 

== ^ und — — = I 

setzen : 

p. w .^1 f. Dfi^ E , IV , ^ R^— E 

5. --^i>^2.-g--^ und -_ = ,; =2.^j|-_-^. 

Dieselbe Gleichung (1.) giebt unmittelbar, wenn man nach einander n und / 
verschwinden läfst, far die Coordinaten des Durchschniltpuncts der beiden 
den Coordinaten -Axen parallelen Tangenten, das heifst, für den Mittelpunet 
der Htereographüchen Prqfection: 

6 —^=—==1 und —^ = — = x' 
i A M A ' 

welches Coordinatenwerthe sind, die sich auch aus (5.) unmittelbar ergeben, 

wenn man rj und S unendlich grofs annimmt. Die Coordinaten des Mittelpuncts 

der gegebenen Curve zweiter Classe sind demnach: 

7. X = j^l =2 — und y =z \x = -j- 

Lälst man endlieh noch in den Ausdrücken C^.) ^ und | verschwinden, »o 
findet sich fOr die Abstände der Berfibrungspuncte auf den beiden Axen OY 
und OX vom Anfangsponcte, besflglich 

E . E 

Setzt man die Werlhe (5.) fOr i' und rj' in die Ausdrücke (4.) für x 
und y, redttcirt und lifst den gemeinscfaafUicben Factor 

AfiS--2Dtj^2BS^2B 
in den Nennern und Zahlern weg, so erhftlt man folgende einfache Ausdrücke : 

Crelle'i Joarnal f. d. M. Bd. XXXIV. Heft 4. 48 
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flir die gewöhnlichen Coordinaten des gegebenen Puncts durch seine sie-- 
reographischen Coordinaten. 

Eben so erhält man, um x und y durch § und rl auszudrücken: 

9. Aus den Gleichungen (8. und 9.) ergiebt sich, mit Berficksichtigung 

von (6.): 

! _ 2£(g-A) _ 2£(r-A) 

— Avi-2E — Arf^-iE-^ 

^_^ _ 2£(iy-x) 2Eirf-x) 

y "^ ~ Ji??— 2JB ~ Aff^—2E' 

und hieraus 

^^ y— X 1?— X v*—x 

"• ^-A — 1=1 — fHÄ' 

Wenn man dieWerthe von rj und ?, rj' unä,^ als Parallel -Coordinaten con- 
struirt, so enthält die letzte Doppel -Gleichung die Bestätigung des Schlufssatzes 
von No. 6.: dafs nemlich jeder gegebene Punct mit seinen beiden stereogra- 
phischen Projectionen und demProjections-Mittelpuncte in gerader Linie liegt. 

10. Wir haben jetzt noch Me st^reographiechen Coordinaten tj und £ 
des gegebenen Puncts durch seine gewöhnlichen Coordinaten y und x aus^ 
zudrücken. Zu diesem Ende nehme man aus (11.) den Werth 

von 77^ um ihn in die erste der Gleichungen (10.) zu setzen. Dies giebt, nach 

einfachen Reductionen: 

12. {Ay — 2B)^ — 2{Dy — Bx — E)^-2Ex = 0, 

und wenn man diese, in Beziehung auf f quadratische Gleidiong auflöset und 

der Kürze wegen 

Df'\'2{ÄE—DB)xy'\'Bx'-^2DEy—2BEX'\'E'' = Si 

setzt, worauf 

ß = 



*) Es ergeben sich diese Aiisdrfldce unmiltelbar aus der Symmetrie der vorstehen- 
den Entwicklangen. Zur Bestätigung kann man aber auch aus den Gleichungen (5.) die 
folgenden ableiten: 

— _ Bff- E _ ß?- E 

und dann diese Werthe Ton ^ und 17 in die Ausdräcke <8.) seUen. 
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die Gleichang der gegebenen Curve zweiter Classe ist, findet sich: 

.q t _ Dy-Bx-E±VSi 
^'*- ^ — Ay-2B » 

und man kann neben diesen Ausdruck immitlelbar folgenden schreiben:' 

^4- "J = Ax-2D~ 

Ferner ergiebt sich aus den vorstehenden Wertben von | und 17, unter 
Beräcksicbtigung der Gleichungen (6.): 

!._ _ 4BD-A(Dy+Bx + E)±AVSl 
^_^ _ ABD-J(Dy + Bj:+E)±AVSl 
^ * A^jr—k) 

Aus der Doppel-Gleichung (11.) zeigt sich, dafs in den letzten beiden Gleichun- 
gen, und folglich auch in den beiden vorhergehenden, die obem und die untern 
Vorzeichen zusammengenommen werden mässen : wenn also den obem Zeichen 
7] und § entsprechen, so sind die untern auf ij' und S' zu beziehen. 

11. Vermittels der in No. 8. und 10. entwickelten Ausdrücke läfst sicA. 
einerseits jede Curve, deren Gleichung in gewöhnlichen Coordinaten gegeben 
ist, unmittelbar durch eine Gleichung in den neuen stereographischen Coordi- 
naten ausdrücken; anderseits Jeder geometrische Ort bestimmen, der durch 
ein6 Gleichung in den letztgenannten Coordinaten gegeben ist. Zu diesen letzten 
Bestimmungsarten wollen wir zunächst übergehen und vor Allem die Frage 
stellen, welcher geometrische Ort durch die allgemeine Gleichung ersten Grades 
in stereographischen Coordinaten gegeben sei. Es sei diese Gleichung 

16. Fi?4-e^f4-H=: 0. 

Wir wollen der Kürze wegen 

4BD—A(Dy^Bx-\^E) = —ACD(y—x)'\'B(x — l)-\-E') = Z und 

2{2BD — AE) = ^ 
setzen. Dann ist 

17. S^ — A^n = A^Ziy—xXx-^l); 
also kann man die Gleichungen (15.) auf folgende Welse schreiben: 

40 t , S+AVSi . 2±AVSi 

18, S-X = -^q^ und v-^ = ^a%_,) ' 

Fährt man die vorstehenden Werthe ven §-^l nd y—x in die Gld«hiing (16.) 
ein, Badidem nun dieselbe (indem der KArze wegen 

Fxf ÖJl-{--ilif ^ W 

48* 
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gesetzt wird} zQvor auf die Form 

gebracht hat, so erhält man 

für die Gleichung des durch die Gleichung (16.) dargestellten Orls, in gewöhn- 
lichen Parallel -Goordinat^n. Um diese Gleichung zu entwickeln , sondere man 
zunächst das irrationale GHed 

ab. Wenn man hierauf qaadrirt und die identische Gleichung (17.) berück- 
sichtigt, so wird 

znm gemeinschaftlichen Factor nnd nach Hinweglassnng desselben ergebt sich 
19. Ui^{y-^x)^G{x~r)y-\^2H'SiF{y--x)-i^G{x-iy)^A'H^{y-x){x-l) 

= 0, 
«ko 

20. (F(y-;.)4-C(a:-i) + ^.i')'=(|^)'(Z'-^'^(y-:;f)(x-i)) 

letzteres wieder in Folge der identischen Gleichung (17.)- Setzt man endlich noch 

SO läfst sich der letzten Gleichung folgende Form geben: 

21. ß — ^ = 0. 
Hieraus ist zu sehen, dafs derjenige geometrische Ort, welcher durch 
die Gleichung (16.) dargestellt wird, oder (was nach der No. 6. Dasselbe ist) 
welcher die durch die Gleichung ersten Grades in Parallel- Coordinaten 

22. ty-\-Gx^U =.0 
dargestellte gerade Linie zur stereographischen Projeclion hat, eine Curve 
zweiter Ordnojag ist, welche die gegebene Curve auf der geraden Linie 

= 
zweimal berührt und die überdies (was aus der Gleichungsform (19.) in die 
Augen springt) 4urch den Projections^Miitelimnct geht. 

Es stimmt dieses mit dem Resultat in (No. 7.) flberein. Um itie gerade 
Linie zu finden, brauchen wir mir di^*enigen beiden Tangenten der ge- 
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gebenen Curve zweiter Classe zii bestiiömen , die von den Coordinaten - Axen 
Segmente abschneiden, welche die Gleichung 

Fri-\^GS'\-H= (16.) 
befriedigen, und dann die BerOhrungspuncte auf diesen Tangenten durch eine 
gerade Linie zu verbinden. 

Wenn man aus der Gleichung (19.) nur diejenigen Glieder nimmt, die 
y — X und x — ^ in der ersten Potenz enthalten, und sie gleich Null setzt, so 
stellt die daraus hervorgehende Gleichung 

F(y-y.) + Gix-i.) = 0, 
nach bekannter Entwicklungsart, die Tangente der bezüglichen Curve in dem 
Projections-Mittelpuncte dar, dessen Coordinaten x und l sind. Aus dieser 
Gleichung ist zu ersehen, dafs diese Tangente der geraden Linie (23.), das 
keifst j der geradlinigen Prqfection der Curve (21.) parallel ist. 

12. Blan kann auch, von der Gleichung (21.) ausgehend, zu der Glei- 
chung (16.) zurückkehren. Aber so wie jeder Punct zwei stereographische 
Projection'en hat (5.), so hat auch die Curve (21.) neben der geraden Linie (16.) 
noch einen zweiten geometrischen Ort zu ihrer stereographischen Projection. 
Um denselben zu finden , bieten sich unmittelbar die Gleichungen (8.) dar. Ein- 
facher aber kann man sich der Gleichungen (15.) bedienen, und gelangt dann 
noch leichter zum Ziele, wenn man in die Gleichung (16.) für tj und ^ ihre 
Werthe in ij' und ^ setzt. Aus der Note zu (No. 8.) ergiebt sich: 

23. §-l = -nT^-iT. ^/-^ = ^ " 



wonach die Gleichung (16.), nachdem man sie zuvor wieder auf die Form 

bringt, sogleich in nachstehende sich verwandelt: 

24. A'U'{r/-xX^'-l)-\^Fl;(r/-x)i-G^i^-l) = ü. 
Diese Gleichung, in welcher auch die Accente weggelassen werden können, 
weil V ^^^ ^' veränderliche Gröfsen sind, die sich gerade so construiren lassen 
wie rj und S, ist eine zweite Gleichung zwischen denselben Coordinaten, 
welche dieselbe Curve darstellt, die durch die Gleichung (16.) dargestellt 
wird. Wenn wir in der letzten Gleichung r/ und |' als Parallel -Coordinaten 
construiren und demnach durch y und x ersetzen, so erhalten wir 

25. W{y-x){x—l)-\-F{y-x)-{G(,x — l) = 
für die Gleichung der zweiten Projection der Curve (21.), deren erste Pro- 
jection die gerade Linie (22.) ist. Diese zweite Projection hangt, wie die 
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erste, nur von zwei Constanten ab: sie ist eine Hyperbel, deren Asymptoten 
den Coordinaten-Axen parallel sind, und die überdies durch den Projections- 
Mitteipunct gebt. Die Tangente dieser Hyperbel in dem Projeclions-Mittel- 
puncte ist, wie aus der vorstehenden Gleichung unmittelbar hervorgebt, der 
geraden Linie (22.) parallel. In Gemäfsheit der Schlufs-Bemerkung in No. 11. 
wird demnach die projicirte Curve (21«) von ihrer zweiten Projection im 
Projections-Mittelpuncte berührt. 

13. Im Allgemeinen werden die beiden stereographischen Projectionen 
einer gegebenen Curve 

nur eine einzige Curve bilden. Sollen die beiden Projectionen als gesonderte 
Curven sich darstellen, so ist es nöthig, dafs die Ausdrücke (15.) in Folge der 
vorstehenden Gleichung der gegebenen Curve rational werden. Dies geschieht 
namentlich auch dann, wenn an die Stelle der Gleichung (21.> folgende tritt: 

26. i2 — a^Z^ = 0, 
weiche irgend einen beliebigen Kegelschnitt darstellt, der die gegebene Curve 
zweiter Classe in ihren beiden Durchschnitten mit einer gegebenen geraden Linie 

Z = 
berührt, und der, weil der constante Coöfficient 6^ positiv ist, ganz aufserhalb 
derselben liegt. Je nachdem die gegebene gerade Linie die gegebene Curve 
schneidet, oder nicht schneidet, oder berührt, hat der fragliche Kegelschnitt 
mit dieser Curve einen reellen, oder einen imaginären doppelten Contact, oder 
eine vierpunclige Osculation. Wenn Z insbesondere auf eine blofse Constante 
sich reducirl, sind beide Curven concentrisch und ähnlich und ähnlich liegend« 
In Folge der Gleichung (26.) lösen die beiden Gleichungen (15.) sich in fol- 
gende beiden Paare rationaler Gleichungen auf: 

/ w « ji-Y AcZ ^f 2 A — A.cZ 

1 , S'^'AaZ , S—AaZ 

V-^ = A-(x-i)' ''-'' = A^jc-X)' 

In diesen vier Ausdrücken sind die Zähler lineare Functionen von x und y. 

14. Um die gegenwärtigen Bemerkungen nicht zu weit auszudehnen, 
berühre ich nur noch einige der interessanteren Fragen mit wenigen Worten. 

Unerörtert ist in dem Vorstehenden noch die Frage geblieben, welches 
die allgemeine Gleichung der geraden Linie in den neuen stereographischen 

Coordinaten sei. Es seien die Coordinaten der geraden Linie \^ und (t?}; 
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ihre Gleichung in Parallel -Coordinaten ist dann: 

28. fi'y-f <'a?-f M^' = 0, 
und geht nach den Verwandlungs-Formeln (8.) unmittelbar in die folgende über: 

w'(AriS—2E)'\-2u'(BS—B)+2t'{Dr] — E) = 0; 

und dieselbe Gleichung erhalten wir auch nach den VerwandIungs*Formeln (9.) 

zwischen rj' und ^^ Es ISfst sich diese Gleichung auch in folgender Weise schreiben : 

29. A(u'x-\'t'X-\-w')TiS — 2E{u'Ti^t'^^w') = 0. 

Wenn man rj und | mit y und x vertauscht, so stellt die resultirende 

Gleichung 

30. A(u'x'\-t'l']-iv')xy—2E{u'y'\'t'X'\-w') = 
die stereographische Projection der geraden Linie (28.) dar; und zwar liegen 
nach der eben gemachten Bemerkung, auf der durch die letzte Gleichung dar- 
gestellten Curve die beiden Projectionen jedes Puncts der geraden Linie. Diese 
Curve ist eine Hyperbel, deren Asymptoten den beiden Coordinalen-Axen paral- 
lel sind, und welche diese Axen in denselben beiden Punclen schneidet, wie 
die gerade Linie selbst. Da die Gleichung (30.), eben wie die Gleichung der 

geraden Linie, nur zwei lineare Constanten C^j und ^-rj enthält, so gehen 

alle solche Hyperbeln, die durch einen festen Punct gehen, zugleich auch noch 
(wir abstrahiren hier von den beiden unendlich weit entfernten Durchschnitts- 
puncten) durch einen zweiten festen Punct, und diese beiden festen Puncte 
liegen, wie leicht ersiditlich ist, wenn man zwei Gleichungen von der Form 
(30.) von einander abzieht, auf einer durch den Anfangspunct gehenden gera- 
den Linie*). 

Wenn die gerade Linie (28.) tmendlich weit rückt und also /' und 
fi' verschwinden, so ergiebt sich aus (30.): 

Axy—2E = 0. 
Ihre stereographische Projection ist also eine vollkommen bestimmte Hyperbel, 
deren Asymptoten mit den Coordinaten-Axen zusammenfallen. 

Wenn insbesondere 

u'x'{'t'X'{-w' = 



*) Und zwar nach dem von mir zuerst aufgestellten allgemeinen Satze: dafs alle 
Cunren rater Ordnung, welche durch Gleichungen dargestellt werden, in denen m lineare 
Constanten Yorkommen (wir nehmen m gleich oder kleiner als ^^(^-{-3) an), wenn sie 
dorch dieselben m—i Puncto gehen, aufserdem noch in denselben n*-*(m— 1) Puncten 
sich schneiden. Theorie der algebraischen Cmven. S. 9. 
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ist, so geht die gerade Linie (28.) durch den Projeclions-Mitteipunct. Dann 
reducirt sich die Gleichung (30.) auf 

u'y-\-t'x^w' = 0: 
das heifst, eine solche gerade Linie ist ihre eigene stereographische Pr(yectian. 

15. Jedem reellen Werthenpaare i], | entspricht ein Piinct, der aufserhalb 
der gegebenen Curve i2 liegt; und umgekehrt: jedem aufserhalb liegenden 
Puncte entsprechen reelle Coordinatenvverthe. Liegt aber ein Punct innerhalb 
der Curve S2, so sind seine zwiefachen Coordinatenwerlhe imaginär, und mit 
diesen die beiden stereographischen Projeclionen des Puncls. Liegt er auf dem 
Umfange der Curve, so fallen seine beiden Projectionen zusammen. Wenn 
folglich ein gegebener geometrischer Ort die gegebene Curve 12 schneidet, so 
erhalt man für die innerhalb dieser Curve liegenden (reellen) Puncte imaginäre 
Coordinaleuwerthe, welche die Gleichung des Orts befriedigen. Insofern man 
also, wie bei gewöhnlichen Parallel -Coordinaten, nur reelle Werthe der beiden 
Veränderlichen berficksichtigt, werden die innerhalb der gegebenen Curve il 
liegenden Theile des gegebenen Orts nicht mehr durch die Gleichung des^ 
selben dargestellt. Nimmt man zum Beispiel die zuletzt betrachtete Gleichung 

• 29. A{u'x-\-rX'{'to')r]^ — 2E{u'^-\-t'S'\-w) = 0, 
so stellt dieselbe die gerade Linie (28.) in ihrer ganzen Ausdehnung nur dann 
vor, wenn diese gerade Linie die gegebene Curve S2 nicht schneidet. Wain 
sie hingegen dieselbe schneidet, so stellt die vorstehende Gleichung die inner- 
halb der Curve i2 liegenden Puncte nicht mehr dar, sondern eine, nach bm^ 
den Erstreckungen hin unbegr duzte ^ aber in der Mitte unterbroeäi^e 
gerade Linie. Den Puncten des fehlenden, in den Durchschnittspuncten mit 
der gegebenen Curve £2 begränzten Segments entsprechen die imaginären 
Coordinalenwerthe , welche die vorstehende Gleichung befriedigen. 

Da die beiden Projectionen eines gegebenen Puncts immer auf der- 
jenigen geraden Linie liegen, welche diesen Punct mit dem Projections-Mitt^-» 
puncte verbindet, und auf dieser geraden Linie, bevor sie imaginär werden, su^ 
sammenfallen : so ist klar, dafs überhaupt diejenigen geraden Linien, welche durch 
den Projections-Miltelpunct und die Durchschnittspuncte eines gegebenen Orts 
mit der gegebenen Curve S2 gehen, die stereographische Projection des Orts 
in den (einzigen) Projectionen der Durchschnittspuncte berühren mflssen* (Wenn 
demi\pch der Ort von der itten Ordnung ist, so ist die Projection desselbM 
von der 2nten Classe.) Je nachdem insbesondere eine gegebene gerade Lioiei 
deren Projection die durch die Gleichung 
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30. A{u'x + t'X+w')xy-2Eiu'y-\-t'x+w') = 
dargestellte Hyperbel ist, die Curve S2 schneidet, oder nicht, liegt der Pro- 
jections-Mittelpunct aufserhalb oder innerhalb dieser Hyperbel. Wenn die ge* 
rade Linie die Curve berührt, so geht die Hyperbel in ein System von zwei 
geraden Linien Ober. 

16. Insbesondere können wir auch als Curve £2 eine Hyperbel, und 
als Coordinaten-Axen die beiden Asymptoten derselben annehmen. Dann 
fällt (indem wir in der Gleichung (1.) B und D verschwinden lassen) der 
Projections-Mittelpunct ;S> mit dem Puncte 0, den wir zum Anfangspunct ge- 
nommen haben, zusammen. 

1 7. Insbesondere läfst sich auch die gegebene Curve zweiter Classe, il, 
durch ein System von zwei Puneten ersetzen, und es lassen sich durch diese 
beiden Puncte die beiden Coordinaten-Axen legen. (Es ist alsdann 2BD = AE,) 

18. Es bleiben noch die Übertragungs-Principien zu erwähnen, die 
sich an die neue allgemeine Coordinaten-Bestimmung anknüpfen. Die Über- 
tragung kann Statt finden: erstens von einer Projection auf die projicirten 
örter; zweitens von einer Projection auf die andere, und drittens von dem 
projicirten Orte auf seine Projection. 

Einer beliebigen geraden Linie, als Projection, entspricht, als projicirter 
Ort, ein Kegelschnitt, der die gegebene Curve zweiter Classe i2 zwiefach 
berührt und überdies durch den Projections-Mittelpunct geht. Dem Durch- 
schnitte zweier gegebener geraden Linien entspricht ein einziger Durchschnitt 
der beiden entsprechenden Kegelschnitte; und dieser ist unter den eier Durch- 
schnitten derselben dadurch bestimmt, dafs er mit dem Projections-Mittelpuncte 
und demjenigen Puncte, in welchem die beiden Berührungs-Chorden der Kegel- 
schnitte und der Curve £2 sich schneiden, in gerader Linie liegt. Der Win- 
kel, welchen zwei gegebene gerade Linien bilden, ist (nach der Bemer- 
merkung am Ende von No. 11.) demjenigen Winkel gleich, unter welchem die 
entsprechenden Kegelschnitte im Projections - Mittelpuncte sich schneiden. 
Parallelen geraden Linien entsprechen also Kegelschnitte, die sich im Projections- 
Mittelpuncte berühren. 

19. Einer gegebenen geraden Linie, als erster Projection, entspricht, 
als zweite Projection, eine Hyperbel, deren Asymptoten den Coordinaten-Axen 
parallel sind, und die durch den Projections-Mittelpunct geht. Dem Durch- 
schnitte zweier gegebenen geraden Linien der ersten Projection entspricht, 
in der zweiten Projection, der zweite Durchschnitt der beiden entsprechenden 

GreUe'B Journal f. d. M. Bd. XXXIV. Hft. 4. 49 
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Hyperbeln. Es schneiden sich jene beiden geraden Linien unter demelben 
Winkeln y wie die beiden Hyperbeln ira Projections-Mittelpuncte. Wenn ins- 
besondere jene parallel sind, berühren sich diese in dem letztgenannten Puncte. 

20. Wenn man gegebene gerade Linien stereographisch projicirt, so 
entspricht ihnen, als vollständige Projection« eine Hyperbel, deren Asymptoten 
den Coordinaten-Axen parallel sind. Dem einzigen Durchschnitte zweier 
gegebener geraden Linien entsprechen zwei solche Durchschnitte der beiden 
Hyperbeln, die mit dem Projections-Mittelpuncte in gerader Linie liegen. Den 
Winkelpuncten eines -Dreiecks entsprechen die Wlnkelpuncte eines Sechsecks, des- 
sen Diagonalen in dem Projections-Mittelpuncte sich schneiden. Nur den Puncten 
auf dem Umfange der Curve £2 entsprechen einzige (zusammenfallende) Puncte. 

21. Ich gebe hier keine Beispiele der Übertragung. Nur die letzte 
Bemerkung möge gestattet sein, dafs sich den beiden reellen Tangenten der 
gegebenen Curve £2^ die wir zu Coordinaten-Axen genommen haben, auch 
imaginäre subslituiren lassen. Dann liegen die beiden Puncte und ;S> in- 
nerhalb dieser Curve. Ganz interessante Resultate ergeben sich hier insbe- 
sondere dann, wenn man den Punct in einem der beiden Brennpuncte 
der Curve £2 annimmt: dann fällt der Projections-Mittelpunct in den andern 
Brennpunct. Es läfst sich dies unmittelbar mit den entsprechenden Erörterun- 
gen der in der Überschrift citirten Abhandlung in Verbindung bringen, wenn 
man erwägt, dafs bei der Umgestaltung einer Fläche zweiter Classe in eine 
Curve dieser Classe, die Kreispuncte der erstem zu Brennpuncten der letz- 
lern werden*). 

22. Es scheint angemessen, zum bessern Verständnisse des Vorste- 
henden, schliefslich noch einige Anschauungen hinzuzufügen. 

In Figur 6. ist als Curve £2 ein Kreis angenommen, der die beiden 
(rechtwinkligen) Axen OY und OX berührt. Demnach ist S der Projec- 
tions-Mittelpunct. 

Die gerade Linie AB ist die stereographische Projection einer Hyper- 
bel, welche den Kreis £2 in den beiden Puncten D und E berührt, welche durch 
die beiden Puncte F und L, in denen die Axen von der geraden Linie AB 
geschnitten werden, und durch den Projections-Mittelpunct S geht, und welche 
in dem letztgenannten Puncte eine gerade Linie ST^ die m\i AB parallel ist, 
zur Tangente hat. 



*) Vergl. „System der Geometrie des Baumes. S. 255.'' 
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Neben der geraden Linie AB hat die so eben bestimmte Hyperbel zu 
ihrer Projection auch noch eine Hyperbel. Diese zweite Hyperbel geht eben- 
falls durch den Projections-Mittelpunct S und berfihrt in diesem Puncto die 
Linie ;S>T^ und folglich auch die projicirte (erste) Hyperbel. Ihre Asymptoten 
sind den beiden Axen parallel^ und sie schneidet diese Axen in den beiden 
Puncten J und N^ durch welche auch die projicirte Hyperbel geht. 

Wenn man durch den Projections-Mittelpunct ;S> irgend eine gerade 
Linie zieht, welche die projicirte Hyperbel, die gerade Linie AB und die 
zweite Hyperbel, bezüglich in den Puncten M^ m und m' schneidet, so sind 
m und m' die beiden stereographischen Projectionen des Puncts M. 

Wenn wir den Radius des Kreises £2 gleich 10 setzen, so dafs 

^ = ^ = 10 und I = 100 

ist, so ist die Gleichung der geraden Linie AB: 

31. y = 2ar+15. 
Man kann also die projicirte (erste) Hyperbel durch die lineare Gleichung 

32. 1? = 21+15 
in stereographischen Coordinaten darstellen. Dieselbe Hyperbel können wir 
aber auch nach (No. 12.)*) durch die zweite Gleichung 

33. 7i;^-180i;-60f+2000 = 
in denselben stereographischen Coordinaten darstellen, und 

34. 7a;y-180y-60a:+2000 = 

ist die Gleichung der zweiten Projection dieser Curve; nemlich der zweiten 
Hyperbel. 

Nimmt man statt der Gleichung (31.) folgende an: 

y + x = 20, 
so ist die durch dieselbe dargestellte gerade Linie CW eine der beiden ste- 
reographischen Projectionen des durch den Projections-Mittelpunct S gehen- 
den concentrischen Kreises, welcher demnach durch die lineare Gleichung in 
stereographischen Coordinaten 

V + S = 20 
und daneben noch durch eine zweite Gleichung von der Form der Gleichung (33.) 
dargestellt wird. Dieser Kreis ist als ein Kegelschnitt zu betrachten, welcher 
*) Man braucht nur in die Gleichung (32.) für § und t] beztlglich 

zu setzen. 
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den gegebenen Kreis doppelt berührt; nur ist die BerQhrungs-Chorde unend- 
lich weit vorgerückt. 

Der Durchschnitt U der beiden geraden Linien AB und C ff^ entspricht 
dem Durchschnitte G der beiden projicirten Cnrven. Dieser Durchschnitt G 
ist unter den letzten drei der vier Durchschnittspuncte S (der Projections- 
Mittelpuncte) G, H und K derjenige, welcher auf einer durch S gehenden 
geraden Linie liegt, die der Berührungs-Chorde DE parallel ist (das heifst, 
die durch den Durchschnittspunct von NE mit der unendlich weit liegenden 
Berfihrungs-Chorde der beiden Kreise geht). Es liegen die Punctenpaare G 
und Uy H und V^ K und W mit dem Puncto ;S> in gerader Linie. U einerseits, 
und V und W anderseits, sind diejenigen beiden Puncto, in welchen die erste 
Projection CW des conceutrischen Kreises bezüglich die eine und die andere 
Projection der ersten Hyperbel schneidet. Die zweite Projection des eben ge- 
nannten Kreises ist eine (nicht gezeichnete) dritte Hyperbel, welche die zweite 
in S berührt und auf den Linien Sfund SW die gerade Linie AB schneidet. 

23. In (Fig. 7.) ist die stereographische Projection der geraden Linie 
PQ eine Hyperbel, deren Asymptoten den beiden Goordinaten-Axen OX 
und OY parallel sind, die durch die beiden Durchschnitte D und E der ge- 
raden Linie PQ mit diesen beiden Axen geht, und die von denjenigen bei- 
den geraden Linien, welche den Projections-Mittelpunct S mit den beiden 
Durchschnitten der geraden Linie PQ und des Kreises i2 verbinden, berührt 
wird. Jede durch den Projections-Mittelpunct S gehende gerade Linie schnei- 
det die Hyperbel in zwei Puncten, welche die beiden stereographischen Pro- 
jectionen desjenigen Puncts sind, in welchem sie die gerade Linie PQ schneidet. 
Auf den beiden geraden Linien jS^ und SB fallen die beiden Projectionen 
bezüglich in aa und bV zusammen. 

Wenn man die beiden Segmente OD und OE bezüglich gleich 15 
und 18 annimmt, so geht die Gleichung (30.), indem man 

1 = 18, - = 15, 4 = 100 und x^l^%0 

IT ' IT ' A 

setzt, in die folgende über: 

13i?^-120i?-100^+1800 = 0. 

Diese Gleichung stellt die nach beiden Erstreckungen hin unbegränzte 
gerade Linie PQ, mit Ausnahme desjenigen Segments dar, welches innerhalb 
des Kreises £1 liegt. 

Bonn, im April 1847. 
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